NAUCNO NASTAVNOM VECU PRIRODNO MATEMATICKOG FAKULTETA U
KRAGUJEVCU

Na sednici Naucno nastavnog veca Prirodno matematickog fakulteta u Kragujevcu,
odrzanoj dana 28.03.2007, odlukom broj 330/VII-1, odredeni smo za ¢lanove Komisije za
ocenu i odbranu doktorske disertacije pod naslovom “RACUNANJE ZAUSTAVNE MOCI
PREDSTAVLJANJEM PROJEKTILA I METE SKUPOM KVANTNIH
OSCILATORA?”, kandidata Mr Nenada Stevanovica, istrazivaca pripravnika na Prirodno-
matematickom fakultetu u Kragujevcu. Nakon procitanog rada, a u skladu sa ¢l. 128 Zakona o
visokom obrazovanju, a u vezi sa ¢l. 57 1 58 Zakona o Univerzitetu i u skladu sa ¢l. 51 stav 3

Statuta Fakulteta, podnosimo Vecu Fakulteta sledeci

IZVESTAIJ

Kandidat Mr Nenad Stevanovié¢ je podneo rad pod naslovom “RACUNANJE
ZAUSTAVNE MOCI PREDSTAVLJANJEM PROJEKTILA I METE SKUPOM
KVANTNIH OSCILATORA”. Rad je izloZzen na 104 strana, a u okviru teksta prikazano je
28 slika 1 192 jednacine. Ukupno je citirano 56 literaturnih jedinica.

Podneti rad se sastoji iz dva dela A i B. Deo A je opsti, bez originalnog nau¢nog doprinosa
autora, daje pregled stanja u ovoj oblasti i ima monografski karakter. Deo B predstavlja rad

kandidata na zadatoj temi.

Deo A se sastoji iz Cetiri Glave.

U prvoj Glavi, pod nazivom OPSTE KARAKTERISTIKE PROLASKA
NAELEKTRISANIH CESTICA KROZ MATERIJU, na nerelativisti¢ki nadin tretirani su
opsti zakoni sudara izmedu naelektrisanih Cestica, preko parametara sudara, bazirajuci se na
Rutherford-ovom modelu rasejanja. Dat je opis osnovnih procesa, koji se javljaju prilikom
prolaska nalelektrisanih Cestica kroz materiju. Znacaj ovih procesa zavisi od upadne energije

naelektrisane Cestice, prema ¢emu su i klasificirani.

U drugoj Glavi, pod nazivom TEORIJSKI TRETMAN ZAUSTAVNE MOCI, dat je
teorijski opis zaustavne moci na osnovima klasi¢ne fizike (prema Bohru), i baziraju¢i se na

principima kvantne mehanike (Betheov pristup). Pri tome je smatrano da se kineticka energija



tackastog naelektrisanog projektila trosi na ekscitaciju i jonizaciju atoma mete. Detaljno je
dato izvodenje diferencijalnog efikasnog preseka sudara projektila sa elektronima atoma mete.
Na osnovu toga prikazan je Betheov racun zaustavne moci u prvoj Bornovoj aproksimaciji.

U ovom delu diskutovane su aproksimacije koje su uvedene pri raCunanju zaustavne
mo¢i. Pored toga, detaljno su razmatrane korekcije uvedene u formulu za zaustavnu moc¢ sa

ciljem da se procesi prolaska naelektrisane Cestice kroz materiju opisu sto tacnije.

U tre¢oj Glavi rada, TRETMAN DELIMICNO OGOLJENOG JONA, dat je pregled
radova u kojima je racunata zaustavna mo¢ za delimi¢no ogoljen jon. Opisano je uvodenje
efektivnog naelektrisanja projektila, koji u sebi sadrzi vezane eletkrone i efekat njihovog
elektricnog ekraniranja. NaglaSeno je da smanjenje naelektrisanja projektila, usled prisustva

vezanih elektrona, smanjuje vrednost zaustavne moci.

Cetvrta Glava rada, pod nazivom ZAUSTAVNA MOC ZA DELIMICNO OGOLJEN
JON, sadrzi detaljan opis izvodenja diferencijalnog efikasnog preseka za sudar delimi¢no
ogoljenog jona sa atomima mete na osnovima kvantne mehanike, u prvoj Bornovoj
aproksimaciji, baziraju¢i se na Betheovom principu. Za razliku od tackastog projektila, gde se
uracunava njegova interakcija sa elektronima mete, kod delimi¢no ogoljenog jona potrebno je
uracunati 1 interakciju njegovih elektrona sa elektronima 1 jezgrom atoma mete. Na osnovu
toga izvedena je formula za raCunanje zaustavne moci za delimi¢no ogoljen jon. U slucaju
delimi¢no ogoljenog jona, koji se formira pri niskim upadnim energijama, njegova kineticka
energija se transformiSe dodatno na njegovu ekscitaciju i jonizaciju. To povecava vrednost
ukupne zaustavne moci. Posebno je tretiran deo koji predstavlja doprinos zaustavnoj moci

usled ekscitacije i jonizacije projektila.

Deo B, za razliku od dela A, predstavlja originalan rad kandidata. Rezultati su

predstavljeni u okviru V, VI i VII Glave i Zakljucka.

U petoj Glavi, pod nazivom PREDSTAVLJANJE PROJEKTILA I METE
SKUPOM KVANTNIH OSCILATORA, kandidat je razmatrao sudar kvantnih
naelektrisanih oscilatora, koji interaguju Kulonovom silom. Smatrao je da je potencijal
interakcije mnogo manji od kineticke energije projektila-oscilatora, Sto omogucava da se
diferencijalni efikasni presek racuna u prvoj Bornovoj aproksimaciji. Diferencijalni efikasni
presek je izrazio preko svojestvenih stanja harmonijskih oscilatora. Ovako dobijen efikasni

presek je funkcija naelektrisanja projektila i mete, brzine projektila i energije pobudenja



oscilatora projektila i mete. U podnetom radu je, na osnovu toga, izveden analiticki izraz za
gubitak energije kvantnog harmonijskog oscilatora.

Prema izrazu koji je kandidat izveo, ispitan je koliki se deo kineticke energije projektila
gubi na njegovo pobudenje u zavisnosti od pocCetne kinetiCke energije projektila. U radu je
pokazano da energija pobudenja projektila znatno utice na vrednost zaustavne mo¢i, narocito
pri njegovim nizim kinetickim energijama (u oblasti Braggovog pika). U radu je nadeno da
vrednost zaustavne moci opada sa porastom energije pobudivanja projektila, narocito u oblasti
Braggovog pika (maksimalne vrednosti zaustavne moci). Pored toga, kandidat je pokazao da
se Braggov pik blago pomera u desno, ka vi§im vrednostima kinetiCke energije projektila,
odnosno, da se maksimalna vrednost izgubljene energije projektila javlja pri viSim kinetickim
energijama, ukoliko energija pobudenja projektila raste.

Iz ovog dela rada publikovan je jedan rad Stevanovié¢, N., Nikezié, D., Stopping power.

Projectile and target modeled as oscillators, Phys. Lett. A 340, 290 (2005).

U Sestoj Glavi, pod nazivom ANALITICKI IZRAZ ZA ZAUSTAVNU MOC,
PREDSTAVLJAJUCI PROJEKTIL I METU ANSAMBLIMA KVANTNIH
OSCILATORA, kandidat je izveo analiticki izraz za zaustavnu mo¢ skupa kvantno
mehanickih oscilatora; taj izraz je dat u obliku sume zaustavnih mo¢i pojedinacnih oscilatora
mete 1 projektila. U podnetom radu zaustavna mo¢ neke materije za dati projektil se racuna
kao suma zaustavnih mo¢i pojedinacnih oscilatora uteznjenih dipolnim jacinama oscilatora
atoma mete i projektila. Ovo je poboljSanje u odnosu na rad Sigmunda i Haagerupa (Phys.
Rev. A, 34, 892, 1986.), gde se zaustavna mo¢ racuna preko dipolnih ja¢ina oscilatora mete
(ne 1 projektila). Pri tome sumiranje se obavlja preko diskretnog i kontinualnog spektra
energije projektila i mete, $to opisuje njihovu ekscitaciju i jonizaciju.

Analiti¢ki izraz za zaustavnu mo¢ dobijen u ovom radu je predstavljen u obliku zbira dva
Clana: jedan predstavlja doprinos zaustavnoj moci usled pobudenja i jonizacije atoma mete i
drugi koji predstavlja doprinos usled pobudenja i jonizacije projektila.

U ovom radu zaustavna mo¢ je racunata za vodonik (H), helijum (He) i ugljenik (C), a
razmatrani projektili su vodonik i helijum. Pri tome je pokazano da ukoliko projektil ima
visoku kineticku energiju, doprinos usled pobudenja projektila postaje beznacajan, jer i broj
vezanih elektrona u projektilu tezi nuli. Ukoliko je kineticka energija projektila niska,
doprinos zaustavnoj moc¢i usled pobudenja i jonizacije projektila postaje znacajna. U
zavisnosti od razmatranih projektila i mete, u radu je pokazano da doprinos zaustavnoj moci

usled pobudenja i jonizacije projektila iznosi 10-20%.



Iz ovog dela rada publikovan je jedan rad, Stevanovié, N., Nikezi¢, D., Calculation of
stopping power for partially stripped ions using an oscillator model, Eur. Phys. J. D 42,
397-406, 2007.

U sedmoj Glavi rada, POREDENJE SA TEORIJSKIM 1 DOSTUPNIM
EKSPERIMENTALNIM PODACIMA, analiticki izraz za zaustavnu moc¢, koji je izveden u
Glavi VI, poreden je sa SRIM-om, Bethe-ovom formulom i izrazom koji je dat u radu
(Cabrera-Truyjillo et al., Phys. Rev. A, 55, 2864, 1997.) Eksperimentalni podaci zaustavne
moc¢i, za razmatrane atome mete i projektila su prikazani sa greSkom od 5-10%. Pri visokim
energijama projektila, dobijeno je veoma dobro slaganje izmedu izvedene formule i
pomenutih eksperimentalnih i teorijskih podataka, dok pri nizim energijama postoje mala

odstupanja, ali u okviru pomenutih gresaka.

U ZAKLJUCKU je dat saZet pregled rezultata i dostignuéa rada. Diskutovani su nadeni

rezultati u svetlu postojecih eksperimentalnih i teorijskih podataka.

Kao glavne nauc¢ne doprinose, izdvajamo da je kandidat u podnetom radu:

1. razmatrao sudar kvantnih naelektrisanih oscilatora;

2. izveo izraz za zaustavnu mo¢ kvantnog harmonijskog oscilatora u prvoj Bornovoj
aproksimaciji, ako je projektil, takode, kvantni harmonijski oscilator;

3. pokazao da energija pobudenja projektila znatno utice na vrednost zaustavne moci;

4. pokazao da se maksimalna vrednost izgubljene energije projektila javlja pri viSim
kinetickim energijama, ukoliko energija pobudenja projektila raste;

5. uveo da se zaustavna mo¢ neke materije za dati projektil, racuna kao suma zaustavnih mo¢i
pojedinacnih oscilatora uteznjenh dipolnim jac¢inama oscilovanja atoma mete i atoma
projektila;

6. pokazao da doprinos zaustavnoj moci usled pobudenja i jonizacije projektila iznosi 10-

20%.



ZAKLIUCAK KOMISIJE

Komisija, istice da je podneti tekst samostalan rad kandidata i da postoje novi i
originalni rezultati. Pristup modelovanja projektila ansamblom kvantnih harmonijskih
oscilatora u raCunanju zaustavne moc¢i je originalan, i omogucuje pogodno racunanje
zaustavne moci.

Komisija takode istice da su 2 (dva) rada publikovana u Casopisima R51-B i R52
kategorije: Physics Letters A sa indeksom citiranosti 1.550 i European Physical Journal D sa
indeksom citiranosti 1.515. Pored toga, kandidat je do sada objavio jos 9 (devet) radova
kategorije R51 1 R52 iz oblasti Radijacione fizike, koji nisu u direktnoj vezi sa disertacijom.

Na osnovu gore iznetih rezultata i podataka o radu “RACUNANJE ZAUSTAVNE
MOCI PREDSTAVLJANJEM PROJEKTILA I METE SKUPOM KVANTNIH
OSCILATORA”, kandidata Mr Nenada Stevanovica, kao i Cinjenice da su dva c¢lanka iz
ovog rada prihvacena za publikovanje u cCasopisima sa visokim indeksom citiranosti,
Komisija predlaze Nau¢no-nastavnom Vecu Prirodno - matematickog fakulteta u Kragujevcu

da prihvati ponudeni tekst kao doktorsku disertaciju.

U Kragujevcu
25.04.2007. god.
KOMISIJA

Dr Dragoslav Nikezi¢, red. prof.
PMF- Kragujevac,

N.O. Radijaciona fizika, mentor

Dr Ivan Mancev, red. prof.
PMF — Nis,

N.O. Kvantna fizika i sudarni procesi

Dr Miroljub Dugié, van. prof.
PMF-Kragujevac,
N.O. Kvantna teorijska fizika



Spisak radova mr Nenada Stevanoviéa
I Magistarska teza

Faktor uzmaka *"* Pb, Prirodno-matematicki fakultet, Kragujevac, 2004.

II Radovi u medunarodnim ¢asopisima
(a) Radovi proistekli iz disertacije

2.1. N. Stevanovi¢ and D. Nikezi¢. Stopping power. Projectile and target modeled as
oscillators. Physics Letters A, 340 (1-4), 290-298, 2005. IF=1.55, R51B

2.2. N. Stevanovi¢ and D. Nikezi¢. Calculation of stopping power for partially stripped
ion by using oscillator model. Eur. Phys. J. D 42, 397-406, 2007. IF=1.515, RS52

(b) Radovi iz Radijacione fizike, van disertacije

2.3. N. Stevanovié, D. Nikezi¢. Recoil factor of ***Pb. Journal of Aerosol Science., 35(8),
1041, 2004. IF=1.861, RS51

2.4 D. Krsti¢, D. Nikezi¢, N. Stevanovi¢ i M. Jelié. Vertical distribution of "*’Cs in soil.
Applied Radiation and Isotopes., 61(6), 1487, 2004. IF=1.000, R51

2.5. D. Nikezi¢, N. Stevanovi¢. Room model with three modal distribution of attached
radon progeny. Health of Physics., 87(4), 405-409, 2004. IF=0.796, RS5I

2.6. D. Nikezi¢ and N. Stevanovi¢. Influence of variability of 2'*Pb recoil factor on lung
dose. Radiation Protection Dosimetry., 109, 197-199, 2004. IF=0.680, R52

2.7. D. Nikezi¢ and N. Stevanovic. Room model with three modal distributions of
attached “*’Rn progeny. Dose conversion factor for *’Rn progeny. Podneto u Radiation
Protection Dosimetry, Accepted 2006. doi:10.1093/rpd/ncl089 IF=0.490, R52

2.8. D. Nikezi¢ and N. Stevanovi¢. Radon progeny behavior in diffusion chamber.
Nuclear Instruments and Methods B, 239 (4), 399-406, 2005. IF=1.181, R51

2.9. D. Nikezic, B.M.F. Lau, N. Stevanovic and K.N.Yu. Absorbed Dose in Target Cell
Nuclei and Dose Conversion Coefficient of Radon Progeny in the Human Lung, Journal
of Environmental Radioactivity, 89, 18-29, 2006. IF=1.243, R51

2.10. D. Krsti¢, N. Stevanovi¢, J. Milivojevi¢ and D. Nikezi¢. Transfer of 37Cs from soil to
plants. Isotopes in Environmental Health Studies, 43(1), 1-9, 2007. IF=1.500, R51

2.11. D. Nikezi¢ and N. Stevanovié. Behavior of *’Rn progeny in diffusion chamber.
Nuclear Instruments and Methods A, 570, 182-186, 2007. IF=1.224, R51



III Radovi na medunarodnim konferencijama

3.1. D. Nikezic, N. Stevanovic, D. Krstic , V. Urosevic, Behavior of 218P¢ in diffusion
chamber for radon measurements. FCFE, Niska Banja, SCG, 6-10 jun 2005.

3.2. D. Nikezic, D. Kostic, N. Stevanovic, K.N.Yu. Solving the track wall equation by finite
difference method. INTS (23rd International Conference on Nuclear Tracks in Solids),
Beijing, China, September 11-15, 2006. (Stampan u izvodu).

IV Radovi na doma¢im konferencijama

4.1. D. Krsti¢, D. Nikezi¢, V. LJubenov i N. Stevanovi¢. Rafunanje efektivne doze u
pluéama i gonadama od BY7Cs u tlu. Zbornik radova, XXII Simpozijum Jugoslovenskog
Drustva za Zastitu od Zracenja, Petrovac, 2003.

42. D. Krsti¢, D. Nikezi¢, N. Stevanovié i M. Jelié. Vertikalna raspodela *’Cs u tlu.
Zbornik radova, XXII Simpozijum Jugoslovneskog Drustva za Zastitu od Zracenja, Petrovac,
2003. p. 181-184.

4.3. N. Stevanovi¢ i D. Nikezi¢. Zaustavna mo¢ alfa Cestica u CR-39 detektoru. Zbornik
radova, XXII Simpozijum Jugoslovneskog Drustva za Zastitu od Zracenja, Petrovac, 2003.

4.4. N. Stevanovi¢, D. Nikezi¢, D. Krsti¢, D. Kosti¢, M.S.Kovacevi¢. Faktor uzmaka
radonovih potomaka. Zbornik radova, XXIII Simpozijum DZZSCG, Donji Milanovac 26-28
septembar, 2005. 327-331, ISBN: 86-7306-075-3

4.5. D. Krsti¢, D. Nikezi¢, N. Stevanovi¢, D. Vuci¢. Radioaktivnost nekih uvoznih
gradjevinskih materijala. Zbornik radova, XXIII Simpozijum DZZSCG, Donji Milanovac
26-28 septembar, 2005. 309-311, ISBN: 86-7306-075-3
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Ova disertacija je radena na Prirodno-matematickom fakultetu pri Katedri za fiziku u

Kragujevcu pod rukovodstvom prof. Dr Dragoslava Nikezica.

Izrazavam posebnu zahvalnost mentoru prof. Dr Dragoslavu Nikezi¢u na datoj slobodi u
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Spisak oznaka u radu

Zaustavna mo¢ S

Brzina pojektila v
Naelektrisanje projektila i mete 71, 72
Efikasni presek c
Energija pobudenja oscilatora projektila i mete ho,, ho,
Parametar sudara b

Predati impuls q

Predata energija Q

Vektor dometa R
Lateralni domet Ry

Projektovani domet Rp



Spisak slika u radu

Slika 1. Veli¢ine koje se odnose na predeno rastojanje projektila u materiji. R- vektor
dometa; Ry - lateralni domet; Rp- projektovani domet; x-duzina prodiranja

Slika 2. Rutherford-ov model rasejanja
Slika 3. Trougao promene impulsa

Slika 4. Vektori impulsa pri sudaru projektila sa atomom. p (p') je impuls projektila pre
(posle) sudara; g=p'-p.

Slika 5. Radijus vektori poloZaja projektila i elektrona u atomu mete u odnosu na jezgro
atoma mete

Slika 6. Blochova korekcija u funkciji parametra y = z,v, /v

Slika 7a. Zavisnost zaustavnog broja od energije projektila za z;=1
Slika 7b. Zavisnost zaustavnog broja od energije projektila za z;=5
Slika 8. Korekcija ljuske kao funkcija energije projektila

Slika 9. Korekcija usled efekta gustine

Slika 10. Barkasova korekcija kao funkcija energije projektila za razlic¢ite vrednosti atomskog
broja mete

Slika 11. Skretanje snopa jona He prolaskom kroz materiju koji se nalazi u magnetnom polju;
S-izvor; K-kolimator; Z-zaklon.

Slika 12. Medusobni polozaj projektila i atoma mete

Slika 13. Interakcija izmedu projektila i mete kao oscilatora. Projektil je predstavljen sa dve
naelektrisane cCestice (zie) 1 (—zje) Cije su mase m;. Meta je predstavljena
naelektrisanjima (z,e) i (—z¢), sa masama m;

Slika 14. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora za tackasti projektil kao funkcija od upadne
energije projektila, za razli¢ite vrednosti energije pobudenja mete

Slika 15. Uticaj energije pobudenja mete na zaustavnhu mo¢ harmonijskog oscilatora za
tackasti projektil

Slika 16. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora kao funkcija kineticke energije projektila-
oscilatora za razli¢ite vrednosti energije njegovog pobudenja. Energija pobudenja
oscilatora mete je hw, =5eV

Slika 17. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora kao funkcija kineticke energije projektila-
oscilatora za razli¢ite vrednosti energije njegovog pobudenja. Energija pobudenja
oscilatora mete je fw, =10el

Slika 18. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora kao funkcija kineticke energije projektila-
oscilatora za razli¢ite vrednosti energije njegovog pobudenja. Energija pobudenja
oscilatora mete je fiw, =15eV

Slika 19. Frakcija elektrona vezanih za projektil u zavisnosti od njegove kineticke energije

Slika 20. Zaustavna mo¢ vodonika za vodonikov jon u funkciji od energije projektila



Slika 21. Zaustavna mo¢ helijuma za vodonikov jon u funkciji od energije projektila
Slika 22. Zaustavna moc¢ ugljenika za helijumov jon u funkciji od energije projektila
Slika 23. Poredenje zaustavne moci vodonika dobijene SRIM-om sa eksperimentalnim

podacima

Slika 24. Poredenje zaustavne moc¢i helijuma dobijene SRIM-om sa eksperimentalnim
podacima

Slika 25. Poredenje zaustavne moéi ugljenika dobijene SRIM-om sa eksperimentalnim
podacima

Slika 26. Zaustavna mo¢ vodonika za vodonikov jon u funkciji od energije projektila.
Poredenje sa Bethe-om, C-Trujillo et al. i SRIM-om.

Slika 27. Zaustavna mo¢ ugljenika za vodonikov jon u funkciji od energije projektila.
Poredenje sa Bethe-om, C-Trujillo et al. i SRIM-om.

Slika 28. Zaustavna mo¢ ugljenika za helijumov jon u funkciji od energije projektila.

Poredenje sa Bethe-om, C-Trujillo et al. i SRIM-om.
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UvOoD

Pocetkom druge dekade proslog veka pojavio se znacajan interes za proucavanje
interakcije brzih i teSkih naelektrisanih Cestica sa materijom kroz koju prolaze. Ova
problematika je predmet istrazivanja u mnogim oblastima fizike kao §to su atomska i
nuklearna fizika, fizika plazme, fizika Cvrstog stanja, radijaciona fizika, i druge. Teorijska i
eksperimentalna izucavanja prolaska naelektrisanih Cestica kroz materiju odigrali su veliku
ulogu u razvoju moderne fizike. Mnoge knjige, monografije i naucni ¢lanci su posveceni
ovoj problematici.

Razliciti teorijski i eksperimentalni aspekti prolaska naelektrisanih cestica kroz
materiju tretirani su u mnogim radovima [Rutherford, 1911; Thomson, 1912; Bohr, 1913,
1915; Bethe, 1930; Mott, 1931; Bloch, 1933]. [zuCavanje rasejanja alfa Cestica na atomima
zlata, pri Kulonovoj interakciji, dovelo je do otkri¢a jezgra i definisanja strukture atoma.

Koriste¢i detektore tragova Cestica (»cloud« komore, »bubble« komore, nuklearne
emulzije,...) otkrivene su mnoge elementarne Cestice. Razvoj novih detektora
naelektrisanih Cestica doprineo je dobijanju obilja eksperimentalnih rezultata u izu¢avanju
interakcije naelektrisanih Cestica niskih, srednjih i visokih energija sa materijom.

U toku poslednjih nekoliko decenija izgradjen je veci broj akceleratorskih masina,
koje generiSu snopove jona razli¢itog intenziteta i energije. Snopovi jona se primenjuju u
razli¢itim granama tehnike i nauke. U tehnologiji materijala snopovi jona se koriste za
implantaciju raznih atoma, poboljSavaju¢i karakteristike implantiranog materijala. Kod
izrade poluprovodnickih detektora jonski snopovi se koriste za ugradnju odgovarajucih
primesa radi menjanja karakteristika detektora. Jonski snopovi imaju veliku primenu u
medicini i radio-terapiji.

IzuCavanje prolaska naelektrisanih Cestica kroz materiju je vazno, jer povezuje
istrazivanja i razvoj razli¢itih nau¢nih disciplina. Razvoj i primena visokoenergetskih
akceleratora teskih jona (sa energijama od nekoliko GeV/amu) je unapredena dobrim
razumevanjem delovanjem teSkih naelektrisanih ¢estica na materijalnu sredinu pri prolasku
kroz nju. Korektna interpretacija podatka iz visokoenergetskog kosmickog zracenja, koja je
bitna za razumevanje raznih visokoenergetskih fizic¢kih i astrofizickih fenomena, zavisi od
dobrog poznavanja, kako prolaza teskih jezgara kroz materiju, tako i od odgovora

detektora na isto.



Treba napomenuti da je jedan od najefikasnijih nacina tretiranja kancera primenom
visokoenergetskog zraCenja. Prednost terapije visokoenergetskim Cesticama nad
elektromagnetskim zracenjem je viSestruka. Jedan od razloga je Sto naelektrisane Cestice
imaju bolju relativnu biolosku efikasnost (RBE). Takode, bolje razumevanje interakcije
teskih jona sa materijom omogucava brze napredovanje u istrazivanju teSkojonske fuzije
(intenzivan snop teSkih jona na zagrejanu plazmu deuterijuma).

Od velikog interesa je izucavati mehanizme posredstvom kojih atomi materije
deluju na upadne Cestice, i obrnuto. Najinteresantnije i najneophodnije je izucavati nacine i
oblike energije u koje se pocetna energija upadne Cestice ili snopa pretvara prolaskom kroz
datu sredinu. U tu svrhu korisno je proucavati jednu veli¢inu koja je se naziva zaustavna
mo¢ materije (stopping power).

Zaustavna mo¢ materije se definiSe kao koli¢nik kineticke energije koju projektil
izgubi, dE, pri prolasku rastojanja, dx, i tog rastojanja (S = -dE/dx). Pomocu ove veli€ine
odreduju se domet projektila, distribucija njegove energije, deponovana energija u materiji,
kao 1 mnoge druge karakteristike.

Bilo da su bazirani na principu klasi¢ne fizike ili na kvantno-mehanickom pristupu
(teoriji perturbacija) vecina teorijskih radova je dala rezultate da je zaustavna moc
proporcionalana kvadratu atomskog broja projektila i funkcija je njegove brzine. U
teorijskom tretmanu prolaska cestice kroz materiju, smatrano je da projektil interaguje sa
elektronima atoma mete i da svoju energiju gubi na pobudenje ili jonizaciju atoma.
Uzmicanje jezgra atoma mete je zanemarljivo, dok se elektromagnetno zracenje, usled
promene brzine kretanja projektila, javlja pri visokim energijama.

Za razliku od Thomsona [Thomson, 1912], koji je materiju kroz koju Cestica gubi
svoju energiju modelovao kao skup slobodnih elektrona, Bohr je [Bohr, 1913] je smatrao
da gubitak energije projektila potice od vezanih elektrona u atomima materije. Vezanim
elektronima pripisivao je oscilatornu prirodu, pri ¢emu je divergenciju efektivnog preseka
uklonio uvode¢i kona¢ne vrednosti domena interakcije, odnosno, parametara sudara.

Razvojem kvantne mehanike, primenjujuc¢i prvu Bornovu aproksimaciju, teoriju
zaustavne moc¢i su razvijali, Bethe, Moller i Bloch [Bethe, 1930; Moller,1931 i Bloch,
1933]. Efikasni presek sudara je izveden u funkciji impulsa, koji projektil preda meti,
smatraju¢i da projektil deluje samo na elektrone atoma mete. Pri ovoj Kulonovoj
interakciji smatrano je da projektil gubi svoju kineticku energiju na ekscitaciju i jonizaciju

atoma mete i da je izgubljena energija mnogo manja od pocetne kineticke energije.



Uprkos viSedecenijskom istrazivackom radu na problemima prolaska cestice kroz
materiju mnogi fenomeni i detalji nisu u potpunosti teorijski objaSnjeni i eksperimentalno
potvrdeni. Ova problematika zaokuplja rad 1 entuzijazam mnogih teorijskih i
eksperimentalnih fizicara.

Posebno veliki problem predstavlja raCunanje zaustavne moc¢i pri niskim
energijama projektila na kojima projektil intenzivno razmenjuje elektrone sa atomima
sredine. U tom slucaju projektil se ne moze smatrati kao tackasto naelektrisanje, ve¢ kao
sistem koji sadrzi vezane elektrone i tretira se kao delimicno ogoljen jon.

Pri interakciji sa atomom mete, kineticka energija delimi¢no ogoljenog jona se
moze utroSiti na ekscitaciju/jonizaciju atoma mete i na eksciataciju/jonizaciju projektila.
Mehanizmi gubitka energije projektila pri nizoj vrednosti kineticke energije su slozeniji i
viSestruki, $to ¢e detaljnije biti opisano u narednim poglavljima ovog rada.

Objavljeno je vise teorijskih i eksperimentalnih radova u kojima je odredivana
zaustavna mo¢ za delimicno ogoljen jon. Predlozeno je da se uvede efektivno
naelektrisanje projektila usled moguénosti da projektil zahvati elektrone od atoma mete, i
na taj nacin smanji svoje ukupno naelektrisanje [Northcliffe,1960; Northcliffe, 1963].
Efektivno naelektrisanje projektila je rastuca funkcija brzine projektila sa asimptotskom
vredo$¢u njegovog rednog broja. U mnogim radovima broj vezanih elektrona u projektilu
opisan je kao funkcija njegove brzine [Cabrera-Trujillo et al, 1997]. Pri niskim energijama
projektil postaje elektro neutralan pa je broj vezanih elektrona jednak rednom broju, i
efektivno naelektrisanje postaje jednako nuli.

Koriste¢i Betheovu teoriju Kim i Ceng su predlozili da se atomski broj projektila,
z;, 1 jonizacioni potential /;, zamene efektivnim vrednostima, z,.; 1 Ly koji zavise od
osobina projektila [Kim and Cheng, 1980]. Moneta i Czerbanik su racunali zaustavnu mo¢
u prvoj Bornovoj aproksimaciji, preko parametara sudara, pri ¢emu je uzeto u obzir da
projektil moze da se ekscituje i jonizuje bez razmene naelektrisanja [Moneta and
Czerbniak,1994]. Kaneko i Tsuchida su izveli analitiCku formulu za zaustavnu moé za
projektil sa dva elektrona u metastabilnom stanju bez razmene naelektrisanja [Kaneko and
Tsuchida, 1994; Tsuchida and Kaneko, 1997]. Glazov [Glazov, 2002] je razmatrao
projektile sa konstantnim naelektrisanjem uzimajuéi u obzir: elasti¢ne sudare, ekscitaciju i
jonizaciju atoma mete i ekscitaciju projektila. U radu [Cabrera-Trujillo et al, 1997] autori
su racunali zaustavnu mo¢ uzimajuéi u obzir ekscitaciju i jonizaciju atoma mete i
projektila, pri ¢emu je broj elektrona vezanih u projektilu funkcija njegove brzine i izveden

je predstavljajuci atom Thomas-Fermijevim modelom.



Prilikom ra¢unanja zaustavne moci potrebno je poznavanje stanja projektila i atoma
mete pre i posle sudara. Kako su funkcije koje ih opisuju slozenog oblika, u svim
pomenutim pokusajima uvodile su se aproksimacije ili je raCunata zaustavna mo¢ za
konkretna pobudena stanja projektila i mete.

Sigmund 1 Haagerup [Sigmund and Haagerup, 1986] su modelovali atom mete kao
ansambl kvantnih harmonijskih oscilatora. Izracunali su zaustavnu mo¢ medijuma za
tackasti projektil. Zaustavna mo¢ datog medijuma predstavlja sumu zaustavnih mo¢i svih
oscilatora, uteznjenih jaCinama dipolnih oscilatora atoma diskretnog i kontinualnog

spektra.

U ovom radu projektil, kao delimi¢no ogoljen jon, i atom mete su modelovani
ansamblom kvantnih harmonijskih oscilatora. Razmatrana je Kulonova interakcija
oscilatora projektila i mete. Na osnovu toga izveden je diferencijalni efikasni presek kojim
se opisuje proces prelaska stanja projektila 1 mete iz osnovnog u pobudeno stanje. Ispitan
je uticaj energije pobudenja projektila na vrednost zaustavne mo¢i.

Izraz za zaustavnu moc je napisan kao suma zaustavnih mo¢i (zaustavnih brojeva)
svakog oscilatora kojim se modeluje projektil i meta. Forma izraza omogucuje da se
sagleda doprinos zaustavnoj mo¢i usled ekscitacije projektila i ekscitacije mete, posebno.
Za konkretan atom mete i projektil, suma zaustavnih brojeva se uteznjava jacinama

dipolnih oscilatora datih atoma.

Raspored materijala po glavama
Ovaj rad se sastoji iz dva dela A i B. Deo A je opsti, bez originalnog nau¢nog doprinosa
autora, daje pregled stanja u ovoj oblasti i ima monografski karakter. Deo A se sastoji iz
Cetiri glave.

U prvoj glavi su na nerelativisticki nacin tretirani opsti zakoni sudara izmedu
naelektrisanih Cestica, preko parametara sudara, baziraju¢i se na Rutherford-ov modelu
rasejanja. Dat je opis osnovnih procesa koji se javljaju prilikom prolaska nalelektrisanih
Cestica kroz materiju. Znacaj ovih procesa zavisi od upadne energije naelektrisane Cestice,
prema ¢emu su i klasificirani.

U drugoj glavi je prikazan teorijski tretman zaustavne moc¢i na osnovima klasi¢ne
fizike, od strane Bohr-a, i na osnovima kvantne fizike od strane Bethe-a and Bloch-a.
Proces koji su oni opisivali je transformacija kineticke energije tackastog projektila na

ekscitaciju 1 jonizaciju atoma mete. U ovom delu su diskutovane aproksimacije koje su oni



uveli pri racunanju zaustavne moci. Detaljno su razmatrane korekcije koje se uvode u
formulu za zaustavnu mo¢ da bi se procesi prolaska naelektrisane Cestice kroz materiju
tacnije opisali.

U trecoj glavi je dat pregled radova u kojima je ra¢unata zaustavna moc¢ za delimi¢no
ogoljen jon. Opisano je uvodenje efektivnog naelektrisanja za projektil koji u sebi sadrzi
vezane eletkrone i efekat njihovog elektricnog ekraniranja. Opisano je kako smanjenje
naelektrisanja projektila, usled prisustva vezanih elektrona, uti¢e na zaustavnu moc¢.

U cCetvrtoj glavi je, prema Betheovom radu, prikazano izvodenje diferencijalnog
efikasnog preseka za sudar delimi¢no ogoljenog jona sa atomima mete na osnovima
kvantne mehanike, u prvoj Bornovoj aproksimaciji. Na osnovu toga izvedena je formula za
racunanje zaustavne moc¢i za delimicno ogoljen jon. Posebno je tretiran deo koji
predstavlja doprinos zaustavnoj mo¢i usled ekscitacije projektila.

Deo B, za razliku od dela A predstavlja originalan rad kandidata. Rezultati su
predstavljeni u okviru V, VI i VII Glave i Zakljucka.

U petoj glavi je tretiran sudar kvantnih naelektrisanih oscilatora koji interaguju
Kulonovom silom. Uzeto je da je potencijal interakcije mnogo manji od kineticke energije
projektila, §to omogucava da se diferencijalni efikasni presek racuna u prvoj Bornovoj
aproksimaciji. Diferencijalni efikasni presek je izrazen preko svojestvenih stanja
harmonijskih oscilatora. Ovako dobijen efikasni presek je funkcija naelektrisanja projektila
1 mete, brzine projektila i energije pobudenja oscilatora projektila i mete. Na ovaj nain
moze da se ispita koliki se deo kineticke energije projektila gubi na njegovo pobudenje.

Na osnovu ovako dobijenog diferencijalnog efikasnog preseka odredic¢e se zaustavna
mo¢ kao suma zaustavnih mo¢i pojedinanih oscilatora.

U Sestoj glavi je raCunat izraz za zaustavnu mo¢ skupa oscilatora i taj izraz je dat kao
suma zaustavnih moc¢i pojedinacnih oscilatora mete i projektila. Zaustavna mo¢ neke
materije za dati projektil, se raCuna kao suma zaustavnih mo¢i pojedinacnih oscilatora
uteznjenh dipolnim jac¢inama oscilatora atoma mete i projektila. Sumiranje se vrsi preko
diskretnog i kontinualnog spektra energije projektila i mete.

Rezultati dobijeni na osnovu formula izvedenih u prethodnim Glavama su poredeni

sa dostupnim eksperimentanim rezultatima u Sedmoj Glavi.

U Zakljucku je dat sazet pregled rezultata i dostignuca rada. Diskutovani su nadjeni

rezultati u svetlu postojecih eksperimentalnih i teorijskih podataka.



Opsti pojmovi u teoriji sudara

U ovom odeljku definisane su neke veli¢ine, koje se najceSce koriste u tretiranju
prolaska naelektrisanih Cestica kroz materiju [Sigmund, 2004].

Centralna veli¢ina koja karakteriSe zaustavljanje Cestice pri prolasku kroz materiju je
zaustavna mo¢. Ona se definiSe kao koli¢nik izgubljene kineticke energije projektila, dE,

na predenom rastojanju, dx, i tog rastojanja.

dE

. (D

S =

Znak minus se uvodi da bi ova veli¢ina bila pozitivna. Jedinica za zaustavnu moc¢ je
J/m. Zaustavna mo¢ je povezana sa srednjom promenom impulsa po jednici predenog puta

kao

s— dE__,dP @)
dx dx

Za kompozitni projektil kao $to je delimi¢no ogoljen jon, molekul ili klaster, kod koga

kineticka energija moze biti transformisana u unutrasnju, zaustavna moc je definisana kao

dE dP
e pRY [E) 3)

i
pri ¢emu se sumira po svim konstituentima klastera [Sigmund, 2004].
Masena zaustavna mo¢ je kolicnik zaustavne mo¢i i gustine materije.

s-_LdE (4)

P dx

T . e
Osnovna jednica je k—mz. U praksi se masena zaustavna moc¢ najc¢esce izrazava u
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cm” .
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Parametar koji je od osnovnog znacaja u atomskoj, nuklearnoj i molekularnoj fizici je

zaustavni efikasni presek, Sc, 1 definiSe se kao [Sigmund, 2004]

Sc=2wj0'j %)

Sumiranje se vr$i po svim »kanalima« reakcije usled kojih se gubi energija projektila. w; 1

o;j su izgubljene energije 1 efikasni preseci pri j-toj reakciji.

Gubitak energije, AE, za dati predeni put projektila, /, je statisticka veli¢ina, koja ima
statistiCku raspodelu F(AE,l). Srednja izgubljena energija je povezana sa zaustavnom moci

prema

<M%+M%MEU&M%—EJ (6)

Fluktuacija (raStrkavanje) gubitka energije posle predene putanje, /, u materiji se

opisuje varijansom [Sigmund, 2004]

Q* =((ag - (aE))) (7)
Parametar rastrkavanja gubitka energije, W, se u klasi¢noj fizici definiSe kao

_1dQ’

w ,
n dx

®)

gde je n brojna koncentracija atoma mete (at/m’).
U kvantnoj fizici, parametar raStrkavanja gubitka energije projektila se definiSe kao
[Sigmund, 2004]
W= wao,. )
j

gde su w; 1 ; opisani u definicijama prethodnih veli¢ina
Parametar sudara predstavlja najmanje rastojanje izmedu pocetnog pravca projektila i

mete, koja je pre sudara u stanju mirovanja.



Domet projektila je rastojanje koje prede projektil u materiji dok ne izgubi svu
energiju i preko zaustavne mo¢i se definise kao
't dE

R= SE) (10)

gde je Eg pocetna energija projektila.

Pored ovih veli¢ina od interesa je pomenuti i sledece [Sigmund, 2004] (Slika 1):

- Vektor dometa, R, je vektor od startne tacke projektila do krajnje tacke trajektorije.

- Projektovani domet, Rp, predstavlja projekciju vektora dometa na pocetni pravac
kretanja projektila

- Lateralni domet, Ry, predstavlja komponentu vektora R, koja je normalna na
pocetni pravac kretanja

- Dubina prodiranja, x, predstavlja komponentu vektora R duZ pravca koji je

normalan na ravan povrSine mete.

Materija

/777

Putanja projektila

Slika 1. Velicine koje se odnose na predeno rastojanje projektila u materiji

R - vektor dometa; R,- lateralni domet; Rp- projektovani domet, x-duzina prodiranja



A) UVODNI DEO, OPSTA RAZMATRANJA

U ovom delu je dat opsti pregled stanja u oblasti prolaska naelektrisanih Cestica kroz
medijum. Sastoji se iz Cetiri Glave. U ovom delu su opisane opste karakteristike prolaska
naelektrisanih Cestica kroz materiju i procesi koji se pri tome deSavaju. Teorijski je tretiran
gubitak energije naelektrisanih Cestica na osnovima klasi¢ne i kvantne fizike u domenu
nerelativistickih energija projektila. Posebno je prikazan teorijski tretman gubitka energije

taCkastog projektila i delimi¢no ogoljenog jona.

I OPSTE KARAKTERISTIKE PROLASKA NAELEKTRISANIH CESTICA

KROZ MATERIJU

U ovoj glavi prikazani su neki aspekti prolaska naelektrisanih Cestica kroz materiju.
Na nerelativisticki nacin tretirani su op$ti zakoni sudara izmedu naelektrisanih Cestica,
preko parametara sudara, oslanjaju¢i se na Rutherford-ov model rasejanja. Iako je
racunanje efikasnog preseka za Rutherford-ovo rasejanje dobro poznato, u ovoj tezi je to
prikazano radi celine izlaganja. Drugi razlog je Sto se u ovom modelu javlja divergencija
efikasnog preseka zbog beskonacne vrednosti parametara sudara, $to je Bohr prevaziSao

uvodeci kona¢nu vrednost parametara sudara za daleke sudare.

Naelektrisana Cestica pri prolasku kroz materiju gubi svoju energiju preko elastic¢nih i
neelasti¢nih sudara sa atomima mete i u formi elektromagnetnog zracenja (radijacioni
gubici). Ovi procesi su detaljnije opisani u ovoj Glavi, dok je njhov teorijski tretman

prikazan u sledecoj Glavi.

1 1. Sudar naelektrisanih Cestica prema Rutherford-ovom modelu

U ovom poglavlju prikazano je izvodenje formule za efikasni presek i gubitak energije
teSke naelektrisane Cestice, koja se kre¢e i1 sudara sa naelektrisanom cesticom. Sudar je

tretiran prema Raderfordovom modelu preko parametara sudara.

Cestica mase M, naelektrisanja z;e, koja se kre¢e brzinom v; i priblizava se Cestci

mase m (M;>>m) naelektrisanja z,e, koja relativno miruje, Slika 2. Pocetni pravac kretanja



upadne Cestice je na rastojanju b (parametar sudara) od centra rasejanja. Nakon interakcije,

pravac kretanja upadne Cestice bi¢e promenjen za ugao 6.

Izmedu projekila i mete deluje Kulonova sila

Z,Z,¢

r 2
dre,r

(11)

Slika 2. Rutherford-ov model rasejanja

Ako se uzmak cestice koja predstavlja centar rasejanja zanemari, moze se smatrati da
se brzina projektila tokom rasejanja malo menja. Usled dejstva sile dolazi do promene

impulsa, ¢ija promena iznosi Ap =2M,v,sin@/2, u smeru SA ( Slika 2. i Slika 3.).

Miv,

(o

M]V]

Slika 3. Trougao promene impulsa

2M1V18in9/2
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Promena impulsa se moze izrac¢unati preko sile

0

z,2,€° T ozz,e° ds
Ap = Ith = -([471%201’2 cos(y )dt = ‘L 471zgzor2 cos(l//)7 (12)
Ap = z,2,€° ”I/z cos(y) rdy (13)
4re, 2, v sin(a)

Prema zakonu odrzanja momenta impulsa vazi da je bv = vrsina, tako da je promena

impulsa jednaka

2
Ap = F152€ s 9 (14)
2neby 2

Posto je na pocetku predpostavljeno da upadna Cestica ima veoma veliku masu u
odnosu na Cesticu sa kojom se sudara, skretanje upadne Cestice je veoma malo, i moZe se

postaviti da je 6=0. Zamenom u izraz (12) da je z,=1, dobija se

2
ze
p=— (15)

- 2 by

Za nerelativisticko kretanje energija koju projektil preda meti jednaka je

0= (16)

2m

Odnosno, zamenom relacije (15) za predatu energiju se dobija

11



1 zle'

87’e; mb*v’

(17)

Ako projektil prolazi kroz materiju, koja ima N, elektrona (centra rasejenja) u jedinici
zapremine, tada se ukupna izgubljena energija projektila, koji u materiji prede rastojanje

dx, moze napisati kao

Dinax
dE = 27N, dx jQ-b-db (18)
bimin

Zamenjujuci (17) u (18) se dobija

1 z2e* ™ db
dE = 27N, dx———"1— | — 19
? 87’e; mv’ bj b (19)
Iz prethodne relacije se dobija da je
E 1 2 4
dak _ 3% N, In D (20)
dx  4ns; my b

Gubitak energije projektila, dat izrazom (20), zavisi od naelektrisanja, mase i brzine

projektila i atoma iz kojih je sastavljena materija

Problem koji se javlja pri racunanju gubitka energije projektila preko parametara
sudara, je definisanje minimalne i maximalne vrednosti parametara sudara. Ukoliko se za
minimalnu vrednost parametara sudara uzme da je by,i,=0, argument logaritamske funkcije
divergira. Sli¢an problem nastaje ako se za maksimalnu vrednost parametra sudara uzme
bmax=00. Pri ovim vrednostima prametara sudara izraz (18) za racunanje gubitka energije

projektila ¢e divergirati. Kako je taj problem resio Bohr, bi¢e re¢eno u poglavlju I 3.

12



I 2. Procesi gubitka energije projektila pri prolasku kroz materiju

Kulonova interakcija teskih naelektrisanih Cestica sa atomskim elektronima je glavni
uzrok gubitka energije projektila pri prolasku kroz materiju i najveci procenat energije se
gubi usled te interakcije. Postoji viSe procesa na osnovu kojih teske naelektrisane Cestice
gube svoju energiju prilikom interakcije sa materijom kroz koju prolaze (rasejanje,
excitacija, jonizacija, gubitak energije zracenjem, i dr.). Svi ovi procesi su jako slozeni i

mogu se klasifikovati u Sest grupa:

1. ekscitacija 1 jonizacija atoma mete;
. ekscitacija i jonizacija projektila;
. razmena naelektrisanja;

2

3

4. uzmak jezgra atoma mete;
5. elektromagnetno zracenje i
6

. nuklearne interakcije.

Prilikom sudara projektila sa atomom mete moze do¢i do excitacije atoma mete,
odnosno da njegovi elektroni predju u visi energetski nivo. Energija koju elektroni atoma
mete dobijaju pri takvom prelazu potiCe od izgubljene kineticke energije projektila.
Ukoliko je ta energija dovoljno velika moze do¢i do odvajanja elektrona iz atoma, §to se
naziva primarnom jonizacijom. Tako nastali elektroni-primarni elektroni mogu imati

dovoljnu energiju da i dalje izazovu jonizaciju atoma mete-sekundarnu jonizaciju.

Pri usporavanju projektila koji prolazi kroz materiju, moguénost da za sebe veze
elektrone od atoma mete postaje viSe verovatna. Kada projektil zahvati elekrone od atoma
mete, tada se on ne tretira kao tackasto neelektrisanje, ve¢ kao delimicno ogoljen jon.
Prilikom sudara sa metom delimi¢no ogoljen jon moze da izgubi kineticku energiju, a da je

ne preda atomu mete, ve¢ da se ona utrosi na njegovo pobudenje ili jonizaciju.

Proces je malo slozeniji ukoliko se atom mete i delimi¢no ogoljen jon nalaze u
ekscitovanim stanjima pre sudara. U tom slucaju projektil, nakon interakcije sa atomom
mete, moze da ima vecu kineticku energiju, koja potice od njegove deekscitacije ili

deekscitacije atoma mete.
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Pored excitacije i1 jonizacije atoma mete i projektila, dodatni proces usled kojeg
projektil gubi svoju energiju je uzmak atoma mete. Prilikom interakcije projektila i atoma
mete moze da se desi da njihova unutrasnja stanja ostanu nepromenjena, a da se meta
pomeri iz svog prvobitnog polozaja (elasticno rasejanje). Bethe je u svom radu o prolasku
naelektrisanih Cestica kroz materiju [Bethe, 1930], pokazao da je energija ekscitacije atoma
mete M,;/m puta veca nego energija koja je potrebna da se atom uzmakne. U tom radu
Bethe je pokazao da se energija koju projektil gubi usled elastiénog sudara i uzmicanja
atoma odnosi prema energiji koju gubi pri neelasticnom sudaru na ekscitaciju atoma, kao
2™ To znati da je izgubljena energija projektila usled uzmaka atoma mete manja od

1

0.1% 1 prilikom razmatranja interkacije, uzmak atoma se moze zanemariti i atom materije

tretirati kao beskonac¢no teSka meta.

Interakcija izmedu brze naelektrisane cCestice i jezgra moze da dovede do naglog
ubrzanja. Po zakonima elektrodinamike, to dovodi do emisije elektromagnetnog zracenja.
Tako izazvano zako¢no zracenje je vazan mehanizam gubitka energije Cestice pri prolazu
kroz materiju ukoliko projektil ima visoku kineticku energiju. Pri niZim energijama ovaj
proces je manje dominantan. Drugi oblik, radijativnog gubitka, koji se u osnovi razlikuje
od zakognog zraGenja, jeste Cerenkovo zratenje. Ono se javlja kao posledica
longitudinalne polarizacije sredine, pri prolasku naelektrisane Cestice, Cija brzina prelazi

faznu brzinu svetlosti u toj sredini.

Pri visokim enerigijama projektila, dejstvo nukelearnih sila se moze zanemariti, jer
efikasni presek interakcije preko nuklearnih sila 107" puta manji od efikasnog preseka

interakcije sa elektronskim omotacem.

Ukupan gubitak energije neke Cestice pri prolasku kroz materiju je usled sudara i

zracenja i zaustavna mo¢ materije se moZze definisati kao

Sz_d_Ez(_d_Ej +(_d_Ej , @1
dx dx sudar dx zra

gde znak “minus” govori da se energija projektila gubi pri prolasku kroz materiju.
Pri prolasku kroz materiju, teSske naelektirsane Cestice najviSe predaju energiju

elektronima atoma mete. Pri tome se atom pobudjuje ili jonizuje. S obzirom da je masa

14



elektrona mnogo manja od mase projektila, skretanje projektila je zanemarljivo i multi-
rasejanje nije potrebno razmatrati.

Za sudare izmedu naelektrisanih ili neutralnih Cestica, lakih ili teSkih, vaze zakoni
odrzanja energije i impulsa. Ti zakoni odreduju odnose izmedu uglova rasejanja i uzmaka i

daju rezultate koji su nezavisni od detaljnog mehanizma sudara.
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II TEORIJSKI TRETMAN ZAUSTAVNE MOCI

U ovoj Glavi dat je prikaz teorijskog tretmana guitka energije projektila koji
prolazi kroz materiju na osnovu klasi¢ne i kvantne fizike. Na pocetku je prikazan metod
kojim je Bohr izra¢unao zaustavnu mo¢ na osnovima klasicne fizike koriste¢i parametar
sudara [Bohr, 1913]. Za razliku od Thomsona [Thomson, 1912], koji je materiju
modelovao slobodnim elektronima, Bohr je elektrone materije tretirao kao klasicne
harmonijske oscilatore, pripisuju¢i im ugaonu ucestanost, ®, i opisivao interakciju
projektila sa njima.

Dvadeset godina kasnije, Bethe je izveo na osnovi kvantne mehanike i prve
Bornove aproksimacije, izraz za zaustavnu mo¢ [Bethe, 1930]. Pri tome je diferencijalni
efikasni presek izrazen kao funkcija predatog impulsa. U svom radu smatrao je da projektil
gubi energiju na ekscitaciju i jonizaciju atoma mete.

Bloch je korigovao Betheov izraz za zaustavnu moc¢ [Bloch, 1933]. Njegova
korekcija daje prelaz u klasiénu Bohrovu teoriju zaustavne mo¢i i dodaje se Betheovom
izrazu za male brzine projektila [[CRU49]

Bohr - Bethe — Bloch-ova formula za zaustavnu moc¢ odstupa od eksperimentalinih
podataka pri nizim vrednostima kineticke energije projektila. Uvedene su korekcije koje su
ublazile teorijska odstupanja od eksperimentalnih rezultata. To su korekcija ljuske,
korekcija gustine i Barkasova korekcija. One ¢e deteljno biti opisane na kraju ovog

poglavlja.

II 1. Bohr-ov racun zaustavne moci

Bohr je polazio od toga da su efekti vezivanja elektrona bitni za gubitak energije
projektila. U ranijim radovima je problem prolaska naelektrisanih Cestica kroz materiju
tretiran uzimajuc¢i u obzir sudare sa slobodnim elektronima. Za maksimalnu vrednost
parametra sudara uzeta je vrednost koja bi uklonila divergenciju u formuli za gubitak
energije projektila. Ova divergencija je u smislu da integral Rutherfordovog
diferencijalnog preseka divergira. Ogranicena vrednost parametara sudara uvodena je i u
ranijim radovima. Smatrano je da maksimalna vrednost parametara sudara odgovara
radijusu atoma, izvan koga je dejstvo sila jednako nuli. Thomson je predlagao da

maksimalna vrednost parametara bude meduelektronski prostor [Thomson, 1912].
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Jedan od originalnih zakljucaka Bohra je da se gubitak energije projektila, koji
prolazi kroz materiju sastoji od dve komponente: gubitak usled interakcije sa jezgrom mete
(nuclear stopping) 1 gubitak energije usled interakcije projektila sa elektronima atoma mete
(electronic stopping). U svojim prvim radovima Bohr je doSao do zakljucka da je gubitak
energije projektila usled interakcije sa elektronima mnogo puta veéi od energije koja se
izgubi na uzmak atoma. Do ovog zakljucka je doSao preko kinematike sudara i relativnog
odnosa mase mnostva elektrona mete i jezgara. Prvi je u teorijskom tretmanu zaustavne
moc¢i uveo strukturu atoma tako Sto je elektronima atoma mete pripisao oscilatornu
prirodu, dodelio orbitalne frekvencije dobijene iz optickih spektara i racunao predatu
energiju za takve harmonijske oscilatore.

Bohr je ra¢unao zaustavnu mo¢ koriste¢i parametar sudara. Iz relacije (15) se vidi
da impuls, koji projektil preda elektronu, zavisi od parametara sudara, b. Izraz (18), koji
predstavlja izgubljenu energiju projektila divergira ukoliko se razmatra ceoni sudar
(bmin=0) 1 ukoliko se smatra da je projektil beskona¢no udaljen od elektrona mete sa kojim
interaguje (b

=),

max

Maksimalna vrednost predatog impulsa, pri ¢eonom sudaru jednaka je2m v,

ukoliko je masa upadnog projektila mnogo veca od mase elektrona. Iz relacije (15) za

minimalnu vrednost parametara sudara se dobija

2
1 ze

min (22)

dze, mv*

Pri interakcijama projektila i elektrona mete sa velikim parametrom sudara, Bohr je
smatrao da postoji odredeno vreme interakcije. Ukoliko je to vreme mnogo duze od
orbitalnog perioda elektrona, te interakcije treba zanemariti. Otuda maximalna vrednost

parametra sudara iznosi
(23)

gde je ® ucestanost oscilovanja elektrona u atomima mete.
Zamenjujuéi minimalnu i maksimalnu vrednost parametara sudara u izraz (20) za

zaustavnu mo¢ se dobija
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dE 1 ze mv’
— =———-N,In| 4re,—— 24
dx  4ng; mv’ ? * 2w @9

Postoji jos jedan pristup racunanju zaustavne moci koris¢enjem parametara sudara,
pomoc¢u kojeg je Bohr do sli¢nog izrara. Pretpostavio je da postoji kriticna vrednost
parametara sudara, b;, tako da sudari sa parametrom b>b; mogu biti tretirani kao
elektromagnetna eksitacija naelektrisanog harmonijskog oscilatora u uniformnom
elektricnom polju nastalom prolaskom naelektrisane Cestrice. Sudari sa parametrom b<b;
mogu biti tretirani kao rasejanje projektila na slobodnim elektronima.

Uz pretpostavku da je masa projektila mnogo ve¢a od mase elektrona, M;>>m,
Bohr je dobio da je izgubljena energija projektila, u funkciji od parametra (za vece

vrednosti parametara sudara) sudara ima oblik [Bohr, 1913]

M(b)=ﬁ[¢21<fc:>+f”<—m} boh 0s)

mv2h> 72

gde je &= “b , ® je kruzna udestanost oscilatora, y =1/~+1—-v*/c* , a Ky,1(§) su Beselove
w

funkcije [Mitrinovi¢, 1991].

Za manje vrednosti parametara sadara dobijen je izraz

2z0e 1
AE(D) = !
2 (475, ) mv* p> +(Zle2 /mvzy/)2

, b<b (26)
1

Zaustavna mo¢ za sudare sa b>b; je izraCunata integracijom od b=b; do h=co [Jackson,

1975]:

2 4
4rz/e

So =t [ak@R - rE R EO-KE), e

(4zg, )’ mv?
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a integracijom izraza (26) b=0 do b=b; zaustavna mo¢ ima oblik

2mzle’ mv*yb ’
S, =—————In 1+[ lj . (28)

(47g, )’ mv’? Z,e

S.p1 divergira kada b; tezi nuli i S« takode, divergira ako b; tezi beskonacnosti.

Birajuc¢i daje b, << w/@ i b, >> Z,e’> / mv’y , ove dve jednacine se mogu napisati kao:

2 4 3
g 4rz;e N(ln1.123mv 3

(4rg, )’ mv?

In(l- 8%)- 2 +R1] (29)

gde je R;= R;(b) funkcija od parametra sudara i ima oblik:

S

L\ 2(0.577+1n(2D
R, :l( Zie J +l§2 1- —2,82[0.077+1n£%jj (30)

2\mviab, | 47" 7’

Vidi se da Bohr-ova formula za zaustavnu mo¢ sadrzi i ¢lanove koje se odnose na
relativisticki efekat. Za nerelativisticki slu¢aj u SI jedinicama zaustavna mo¢ prema Bohr-u

ima oblik

drzlet
S = ! > 31

3
N'n| 47z, 1.123mv
Zew

(47&90) mv’
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1II 2. Kvantno - mehanicki racun Zaustavne moci

Dvadesetih godina proslog veka doslo se na ideju da se kvantni efekti ukljuce u
problem zaustavne moci. Henderson je 1922. primenio koncept diskretnih energetskih
nivoa ograni¢avajuéi moguce energetski prelaze u vrednosti ispod jonizacionog
potencijala, [Henderson,1922]. Gaunt 1927. je dosao do istog rezultata kao i Bohr tako §to
je dejstvo atoma sredine na upadnu Cesticu tretirao kao perturbaciju [Gaunt, 1927].

Bethe [Bethe, 1930] je zaustavnu mo¢ racunao kvantno mehanicki u prvoj Born-
ovoj aproksimaciji, pri ¢emu je sistem »naelektrisana Cestica + atom« tretirao kao kvantno
mehanicki sistem. U svom radu je uzeo u obzir da projektil gubi svoju kineticku energiju
na pobudenje i jonizaciju atoma mete.

U ovom poglavlju je prikazano izvodenje diferencijalnog efikasnog preseka za
sudar projektila sa atomom mete u prvoj Bornovoj aproksimaciji koriste¢i teoriju
vremenski zavisne perturbacije. Zatim je na osnovu tako dobijenog efikasnog preseka

opisan kvantno mehanicki racun zaustavne moci.
11 2.1. Diferencijalni efikasni presek sudara u prvoj Bornovoj aproksimaciji

Prva Bornova aproksimacija je priblizna metoda pomocu koje se odreduju stanja
sistema nakon dejstva perturbacije. Ona predstavlja aproksimativni pristup odredivanja
verovatno¢e da se nakon dejstva perurbacije sistem nade u nekom od neperturbovanog
stanja. U ovom radu je prikazano izvodenje verovatnoce prelaska, u prvoj Bornovoj

aproksimaciji, prema [Herbut, 1982] i [Ivanovi¢, 1974]

Pretpostavimo da se Hamiltonian sistema moze napisati kao

A

H(t)=H,+H'(t) (32)

gde je H , heperturbovani hamiltonian, koji je dominantan i koji ne zavisi od vremena.

H ’(t) je perturbacija zavisna od vremena.

Svojstveni problem neperturbovanog Hamiltoniana je oblika
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1:10|n> =FE

n

) (33)

Ukoliko se u pocetnom trenutku, to, sistem nalazi u stanju |‘P(to )> , tada ¢e nakon

vremena t-ty sistem biti u stanju |‘P(t)> koje se odreduje evolucionim operatorom
|\P(t)>:U(t_loJ0]\P(to)> (34)

Primena teorije perturbacija zavisnih od vremena je u razvoju stanja |‘~P(t)> u red

= i|\11<1’>(z)> (35)

1 izraCunavanju ¢lanova |‘P(” )(t)>. Stanje |‘P(” )(t)> predstavlja p-tu popravku stanja |‘I’(t)>
Ono §to je vazno istaci je da stanje |\I—’(t)> ne mora biti svojstveno za hamiltonian

H () kao ni za hamiltonian H 0

Svako stanje u sumi se moze napisati kao
[ (0) = 0P -1, (to)) (36)

Kombinujuéi relacije (35) i (36) dobija se relacija

0

—ty.ty)= Z —ty.1,) (37)

p=0

iz koje dobijamo ¢lanove razvoja evolucionog operatora, U,

A

Evolucioni operator, U, se moze napisati kao U= Uol} ', gde je U o evolucioni
operator neperturbovanog Hamiltonijana H 0, U' je evolucioni operator perturbacije

H ’(t). Evolucioni operator, U, zadovoljava diferencijalnu jednacinu
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i dobija se da vazi

gde je

Hy = Ug (e~ t,1, ) ()0, (¢ = 1.1,

Prema diferencijalnoj jednacini (39) dobija se

t

A

10

Odnosno, iterativno, zamenjujuci izraz (40) u izraz (41) dobija se

A

Ut —1,1,)=1

U (¢ —t,,8,) = —ih™ IH

to

U (t—1,,1,) = (in) IH IH )dt,dt,

Iz relacije (37) moze se napisati

MS
S
Q>
||
[M]s
(@
S

0=00 =

p=0

<
Il

‘ﬁ
o

Odnosno, odgovarajuci elementi u sumi postaju

U(O)(t_thto)ZUOU'(O) (t_thto)ZUO(t_thto)
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U'(t=tq.10)=1~in™" _[[:11 (60" (1 =t )t

(3%)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)



t
U(l) = (}OUV(]): Uo(t —toato{_ ih_lj.l:l}(ll)dtlJ =

v 45)

Uo(t_to»fo) U:(tl_ ) ()Uo( 0»l ) 4

0 0y (e=1,,)0 (1, ~t0 .t )

— ~

=—ih"

t
O = =in™ Ut =1, 0)H (6 )0 (1 — 10,20 )t (46)

10

Verovatnoca da nakon dejstva perturbacije sistem iz stanja |n0> , u kome se nalazio

u nekom trenutku ty, prede u stanje |n> u trenutku t (t>t) je

Pllny ),y = |n)t)=|(n|O (e to,t0)|n0>| (47)

Odnosno, zamenom relacije (37) postaje

~ |<n|U(°)(t—t0,t0)+ U(‘)(t—to,to)|no>|2 (48)

Zamenjujuci izraz (46) u izraz (48) dobija se

2

t
<n| _ih_lon(t 4 )H'(tl W, (1 _to’to)dtl|”o>

ty

P= |<n|U(1)(t —to,to)|no>|2 = (49)

Posto su stanja |n> svojstvena evolucionom operatoru Uy, izraz (49) dobija oblik

—ih j ”l

; 2
—E,(ti-to)

no >e h dt,

(50)

U slucaju da perturbacija ne zavisi od vremena, i da je pocetni trenutak dejstva

perturbacije to = 0, izraz za verovatnocu se uproscuje kao
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. . 2
A LEp s HE,-En )
P= —ih’1<n|H'|n0>e” tJ.e” t 1, (51)
0
Odnosno,
i t 2 E E
A ZEL ¢ -
P=|=in(n|H'|ny)e" " [ |, w,, === — (52)
0
Nakon integracije verovatnoca prelaska postaje
iE . Wt 1 2
P =|-in ™ (n|H'|n,)e" " E= (53)
annO

Kada se razvije kvadrat modula

. . 2 A 2
i 1= [l
hw’”’O | (hwnno )

P= (1 e’ X1 e ! ) (54)

i uvedu trigonometrijske transformacije, verovatnoca prelaska ima oblik

P= <n|H’|nO> (2 - 2cos(wnn0t)) (55)

2
hwnno

|2

Odnosno, moze se napisati

4 (n| )

(hwnno )2

|2

w_
P= sinz[ =0 J (56)

Neka je broj konacnih stanja u kojima moZe da se nade sistem posle dejstva

perturbacije jednak d&, tada je gustina konacnih stanja
p(E)= d&/dE (57)

Ako je P verovatnoca da stanje ny prede u stanje n, tada
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dW =P-d¢ (58)

predstavlja verovatnocu da sistem prede u neko konacno stanje.

Zamenom izraza (56) u izraz (58) dobija se

A 2

4-|(n|Er

AW = () sinz(w""‘]t}df (59)
(hw,m0 )2

Integraleci po energiji, izraz (58) postaje

mSinz(W"z"”th(E)
A 2
W= 4-|<n|H'|n0>| [

o (w, )

dE (60)

Ako je gustina stanja konstantna (ne zavisi od energije), tada p(E ) moze da izade

ispred integrala. Koriste¢i dE = hdw , moze se napisati

5 .2 Wnnot
~ Sin
4-|(n| )| < 2y

W= 61
h p __[O (Wnno )2 Wnn() ( )
. Fsin?x ..
Kako je J 5—dx =7, dobija se
o X
4-{nl o)
e I R —_— 2
w > P (62)

Verovatnoc¢a da sistem u jedinici vremena prede iz stanja no u stanje n, nakon

dejstva peturbacije H', ima oblik

27-|(n| A0 >|2

TN n

dw = ol de (63)
i dE
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Element zapremine faznog prostora koji odgovara jednom stanju, usled relacije
neodredenosti iznosi 4°. S toga, ukupan broj stanja u nekom elementu zapremine d/ iznosi

dé=dIvn’ . dI =dp,dp,dp- = pdpdQ, dQje element prostornog ugla vektora impulsa, p .

Broj stanja u elementu zapremine faznog prostora dI” iznosi

dr 1,
dé = = dpdQ 64
: (2zn)  (22n) b 9

S obzirom da je veza izmedu energije i impulsa

2

E=L s ae=Lg (65)
2m m

prema relaciji (63) broj stanja u koji sistem moze da prede nakon dejstva peturbacije u
jedinici vremena jednak je

m

aw=——
47°h?

A 2
(n|n,)| pac (66)

Diferencijalni efikasni presek se definise kao

_dw
J

do (67)

gde je J gustina verovatnoc¢e upadnih Cestica i brojno je jednaka brzini projektila

ih( dy* dy N (Cike( o\ ke ke ke )_ D . hk
J=—|py——-ypy*F—|=— —ik — ki =—I(-2ik)=—=v (68
Zm(l// dx v dxj 2m(e ( l)e ¢ ) 2m( l) m v (68)

Na osnovu relacija (66-68) diferencijalni efikasni presek postaje

m2

~y 2
do, = W|<n|H |no)| d©2 (69)
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gde je sa indeksom n oznaCen kvantni broj koji karakteriSe konacno stanje sistema.
Diferencijalni efikasni presek da usled sudara, sistem iz nekog pocetnog stanja (i) prede u

konacno stanje (f), je oblika

m’ Al a2
do_if ZW H l>‘ dQ (70)

(f

1l 2.2. Bethe-ov racun zaustavne moci

Razlika izmedu Bohrovog i Betheovog racunanja diferencijalnog efikasnog preseka
je u tome Sto je Bethe koristio predati impuls u prvoj Bornovoj aproksimaciji, a ne
parametar sudara. Za veoma male parametre sudara, klasiCan tretman ne daje dobre
rezultate.

Zaustavna mo¢ se koriS¢enjem diferencijalnog efikasnog preseka moze definisati

kao

dE Onnax
- = Ng(En —Eo)Qj do, (71)

gde je N je broj Cestica mete po jedinici zapremine; Qyin 1 Omax SU minimalna i maksimalna
energija koju projektil moze da preda meti, pri cemu ¢e se vrednost impulsa projektila, p,
promeniti za vrednost q na vrednost p', (¢g=p’-p); Es 1 E¢ su svojstvene vrednosti energije
za pobudeno i osnovno stanje atoma mete.

Prema Bethe-u diferencijalni efikasni presek u prvoj Bornovoj aproksimaciji je dat

kao (izvodjenje se moZze videti i u [Fano, 1963])
do, = i—”\( pa|H| p,0>‘2§(E'+En - E)% (72)
v

gde | p,0> i | p',n> predstavljaju pocetno i kona¢no stanje sistema “atom-+projektil”.

0 funcija namece zakon odrZanja energije. Energija sistema pre sudara jednaka je

energiji sistema posle sudara
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E+E, =E'+E, (73)

gde su E i E' energije projektila, pre i posle sudara.
S obzirom da je pogodnije integraciju vrsiti po predatoj energiji projektila Q = —,

diferencijal, dp', u relaciji (72) se moze transformisati kao
' 12 dp' ' 12 1 '
dp'=p'"" ——dE'dQ = p'" —dE'dQ (74)
dE' v'
Zamenom u relaciju (72) diferencijalni efikasni presek postaje

do

' 2 2 12

Posto je masa projektila mnogo veca od mase elektrona, ugao rasejanja je vrlo mali

1dQ =2xsin6d6 = 27640 , te se dobija
p”dQ = 2" 6d0 (76)

Na Slici 4 su prikazani vektori impulsa projektila, pi p', pre i posle sudara,
respektivno. Njihova razlika je predati impuls ¢ = p'-p . Ugao 0 je ugao izmedu vektora
impulsa pre i posle sudara. Jedna komponenta predatog impulsa g se odnosi na pobudenje

atoma mete, a druga na promenu pravca projektila. Ako je ¢ << p tadaje p'sind = p'6@

Sa Slike 4 se vidi da je kvadrat predatog impulsa jednak

(En ;ZEO ) (77)

qZ =p|202+
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Slika 4. Vektori impulsa pri sudaru projektila sa atomom.

p (D) je impuls projektila pre (posle) sudara; g=p'-p.

Iz relacije (77) se dobija da je gdg = p'* @d6 . Imajuéi u vidu da je vrednost predate

2

energije jednaka Q = ;]— , 1z relacije (76) se dobija
m

p"” dQ =2mqdg = 27mdQ (78)

Zamenom relacije (78) u izraz za diferencijalni efikasni presek (izraz(75)) dobija se

do =

) 2ﬂ;1v2 (p'n|E] p.0) dO (79)

Na Slici 5 prikazan je medjusobni polozaj tackastog projektila (z;e) i mete (z2e + €).
Radijus vektor, 7, je vektor polozaja projektila u odnosu na jezgro mete; radijus vektor,
7, , je vektor polozaja elektrona mete u odnosu na jezgro mete; 7, je vektor medjusobnog

poloZzaja projektila i elektrona mete.
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V415

Slika 5. Radijus vektori polozaja projektila i elektrona u atomu mete
u odnosu na jezgro atoma mete

Posto se razmatra samo interakcija projektila i elektrona u atomu, tada se njihova

2
1 ze

interakcija moZe prema slici opisati kao H'= — —.
4re, 1,

Izraz za diferencijalni efikasni presek postaje

dQ (80)

2 4
z;e'm

1
27(4ze, ) hv? 7y

(Pl

12

p)|0)

Matricni element M = < p'|<n|;| p>| 0> se racuna kao
"2

YR PRY P
M:Ije ! "//n(’”z)meklﬁ%(”z)drldrz (81)
12

gde su i svojstvena stanja elektrona atomu, a ¢’ talsne funkcije slobodne Eestice

(projektila pre i posle interakcije). Dalje, matri¢ni element postaje

—_ * [ — 71":1 1 —

M = [dry, (5 o () e " —dF (82)
|”12

12

Integral I, se racuna uvodenjem smene [Ivanovi¢, 1974]
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I3 _J-e—;c;a Ldﬁ ZJ'e*;c‘m 1 d 83)

|r12| |r1—r2|

Nakon uvodenja smene u =7, —7,, du = dr,, integral I, postaje

_L‘(mfz) 1 . _£<;2 i 1 4 h2 ‘L"“z
R e ™
4z’ q*

Koriste¢i vrednost integrala I, matri¢ni element postaje

47h? Lo
_ <l//n |eh

A% ¢ wp N
M= " _[d”zvfn(rz)‘//o(rz)eh "7

W) (85)

Zamenom u izraz za diferencijalni efikasni presek (izraz (80)) dobija se

. 2
i
—qn

eh

dQ (86)

Vo)

Jo - zle'm 4rh’ 2<l//
" 2x(dze, Y0V ¢ !

Diferencijalni efikasni presek se moze izraziti koriS¢enjem predate energije

2

q

0= py™ kao
, 2
2mzlet g7, dQ
do, =—"—\w,le" |v,)| — 87
(472'80)2171\)2 < 0> Qz (87)

Matricni element u izrazu (87) se moze razviti u red, za malu vrednost predatog

impulsa, q. Ukoliko se pretpostavi da je vektor ¢ u pravcu z-ose, moze se napisati

i
—4qn

e’ z|lw,) (88)

V/O> = %Q<Wn

Na osnovu toga, diferencijalni efikasni presek u relaciji (87) postaje

(v,
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2zlet  g? 2 dQ
do =——""1-~- 1 =
O, (47[80 )2 mvz h2 <(//n Z| l//0>‘ Qz (89)

2
Nakon male transformacije, koriste¢i vezu Q = 2q— dobija se
m

2zlet  2m
do = !
o (47[80 )2mv2 h’ Kl//n

- (90)

Z|l//0

Zamenom relacije (90) u relaciju (71) izraz za zaustavnu moc¢ postaje

dE 2nzlet 2m %% do
_E__EC NS(6 -E)E &
dx  (4ze, ) mv* Zn:( ’ O)h2 Kl/j" Z|l//0>‘ Q:[n 0 oD

Maksimalna vrednost energije koju projektil moze da preda atomu mete iznosi
Q.. =2mv’, dok je minimalna vrednost predate energije je ona energija koja je potrebna

da atom iz osnovnog stanja prede u neko pobudeno stanje ili da se jonizuje,

. £, = E, — E,. Na osnovu toga, relacija (91) postaje

dE 2zlet 2
= BNV (B, )

dc (4zs, P 4 2y, )| (nl2mv? )-1n(E, - £,)) 92)

z| ¥, >‘2 =z, (Thomas-Reiche-Kuhn

Koriste¢i pravilo sumiranja ;_T Z (E ., —E, X<(/1n

sum rule) [Bethe, 1930], gde je z, redni broj atoma mete, relacija (92) se svodi na

2 2 4 2
—d—Ez—ﬂZlZe 3 Zlel’l 2mv
dx (47[50) my

93)

pri ¢emu je / jonizacioni potencijal atoma mete i definiSe se kao
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2
In(r) == 3 n(E, —Ey v, |2l 94)
2 n
2m(E, - E,) ’
ey _ m n 0 . “ v . .
Veli¢ina f, = —h222 Z<n|xl|0> naziva se jacina dipolnog oscilatora

11 2. 3. Blochov izraz za zaustavnu moc¢

Bloch je doSao ne ideju [Bloch, 1933] da Bohrovu formulu, koja se zasniva na
klasi¢noj fizici, i Betheovu, zasnovane na kvantnoj fizici, ujedini u jednu formulu. Bloch je
posebno razmatrao sudare sa malim i velikim parametrom sudara. Za male parametre
sudara, Bloch je interkaciju projektila sa metom tretirao kao rasejanje projektila na
slobodnim elektronima (isto kao Bohr). Za velike parametre sudara uveo je dipolnu

aproksimaciju i pokazao da visi ¢lanovi u toj aproksimaciji nestaju ako su proporcionalni

sa neparnim stepenom od z;, dok su &lanovi reda z,* za (Zlezr0 )2 /(bhv)2 puta manji od
&lanova koji su proporcionalni z;°.

Bloch je imao suprotno misljenje od Bethea, tj. smatrao je da se elektroni ne mogu
predstaviti ravnim talasima iz prostog razloga $to oni medusobno interaguju, jer njihove
talasne funkcije medusobno interferiraju. To za posledicu ima da je efikasni presek pri
takvom sudaru veoma razli¢it od Kulonovog za rasejanje ravnih talasa.

Nakon svega, nerelativisticki oblik Blochove formule je

AaNZze* 2
§ =N |y, 2my +‘P(l)—Re‘I’(l+iﬂJ (95)
(47, )’ mv I B

gde je y(z) izvod logaritma od Gama funkcije ['(z). Izraz ‘P(l)—Re‘P(lﬂ'%)

predstavlja Blochovu korekciju formule za zaustavnu moc¢.

Relativisticki oblik Blochove formule je
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S =

4nNZ " [m 2" Lio(i- p2)- £ (1) - Re ‘P[l ¥ ién (96)
(472’80) my’ p

Blochova korekcija je dominantna u slucaju v < 2z,v, [Sigmund, 2004]. Bichsel je

Blochovu korekciju napisao u pogodnijoj formi [Bischel, 1990]
221, = —y*(1.202 - y>(1.042 - 0.855y° +0.343y*)) (97)
gde je y =z,v,/v, v je brzina projektila, vy je Bohrova brzina, vp=a-c; o je konstanta fine
strukture, @ =1/137, a ¢ je brzina svetlosti u vakuumu.
Na Slici 6. prikazana je Blochova korekcija, prema relaciji (97), kao funkcija od
y=zv,/v.

0.0

-0.2 4

2
z,’L,

-0.4

-0.6

-0.8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y =2z,Vlv
Slika 6. Blochova korekcija u funkciji parametra y = z,v, /v
Blochova korekcija ima negativnu vrednost i smanjuje vrednost zaustavne mo¢i. Sa

porastom naelektrisanja projektila apsolutna vrednost korekcije raste, dok sa porastom

energije projektila, apsolutna vrednost opada.
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11 3. Aproksimacije uvedene pri raCunanju zaustavne moci

Cinjenica je da je prolaz &estice projektila kroz datu materijalnu sredinu jako

slozen proces. Naime tom prilikom moze da se desi niz razlicitih procesa: interakcija sa

naelektrisanim Cesticama, eksitacija, jonizacija, zraCenje usled promene brzine projektila.

Veoma je tesko teorijski tretirati sve ove procese. 1z tog razloga, potrebno je uvesti izvesne

aproksimacije i pretpostavke kako bi, bar pod tim uslovima mogao da se resi problem. U

ovom delu iznesene su aproksimacije i pretpostavke pod kojima su Bohr, Bethe i Bloch

izveli pomenute jednacine. To su [Ahlen, 1980]:

1.
2.

® N kW

10.

11.
12.

13.
14.
15.

Brzina projektila je mnogo manja od brzine svetlosti u vakuumu (Bohr, Bloch);
Brzina projektila je mnogo veca od karakteristicne orbitalne brzine elektrona (Bohr,
Bethe, Bloch);

Absorber je male gustine (Bohr, Bethe, Bloch);

M, >>my (Bohr, Bethe, Bloch);

Zanemarena je unutrasnja struktura projektila (Bohr, Bethe, Bloch);

Rasejanje projektila unazad je zanemareno (Bohr, Bethe, Bloch);

Korekcije usled gubitka energije zracenja su zanemarene (Bohr, Bethe, Bloch);
Bliski sudari su razmatrani kao interakcija projektila sa slobodnim elektronima
(Bohr, Bethe, Bloch);

Bliski sudari se dogadaju izmedu projektila i elektrona koji imaju klasi¢no
definisanu trajektoriju (Bohr);

Bliski sudari se deSavaju izmedu veoma teSkih projektila i elektrona i
karakterisani su ravanskim talasima sa pocetnim stanjem u sistemu centra masa
(Bethe);

Daleki sudari su tretirani kao dipolna u aproksimacija prvog reda (Bethe, Bloch);
Daleki sudari su tretirani kao klasicno predavanje energije naelektrisanom
harmonijskom oscilatoru (Bohr);

Koris¢enje prve Bornove aproksimacije (Bethe);

Naelektrisanje projektila je konstantno (Bohr, Bethe, Bloch);

Spin elektrona je zanemaren u svim tipovima sudara (Bohr, Bethe, Bloch).
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Pretpostavka (2) moZe biti delimicno otklonjena uvodenjem korekcije efekta ljuske,
o ¢emu ¢e biti vise reci kasnije. Pretpostavka (3) predstavlja efekat gustine i uvedena je
dodatna korekcija da bi se taj efekat opisao. Pretpostavke (4)-(7) vaze u slucajevima kada
brzina projektila nije ultrarelativisticka i ako projektil nije elektron. Pretpostavke (8)-(12)
su uvedene kako bi jednom formulom moglo da se obuhvate bliski i daleki sudari.

S obzirom da sve tri formule date od strane ovih autora imaju dosta dodirnih tacaka
1 zajednickih pretpostavki pozeljno bi bilo da se one uporede. Na taj na¢in moze da se vidi
pod kojim uslovima se ove tri formule medusobno slazu i kako se uop$te ponaSaju u

odredenom opsegu energija projektila.
11 4. Poredenje Bohrove, Betheove i Blochove formule za zaustavhu moé

Iako su Bohrova, Betheova i Blochova formula za zaustavnu mo¢ sli¢ne, one daju
razli¢ite rezultate za neke opsege energija projektila i atomskog broja mete. U ovom

poglavlju predstavljeno je poredenje njihovih izraza za zaustavnu moc.

Radi poredenja, pogodno je napisati sve tri formule u obliku

47NZ%e*

(e, P - ©8)

S =

gde je, L, zaustavni broj, koji je u saglasnosti sa Bohrovom, Betheovom i Blochovom

formulom, za nerelativisticki slucaj, definisan kao:

1.123mv’
L,, = 11{47:50 —32’”" ] (99)
Zew
2mv?
Ly =In (100)
I
2 .
L,,, =In 2”? +‘P(1)—Re?(l+%} (101)
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Na Slikama (7a 1 7b) su prikazani zaustavni brojevi datih od strane Bethea, Bohra i
Blocha prema relacijama (99-101) u funkciji od energije projektila. Blochova korekcija je
racunata prema relaciji (97). Za jonizacioni potencijal, I, uzeta je vrednost od 15 eV, $to
odgovara atomu vodonika.

Na slici (7a) su prikazani zaustavni brojevi za z;=1. Vidi se da su vrednosti
zaustavnih brojeva prema Betheu i Blochu jednake. Vrednost zaustavnog broja koju daje

Bohrova teorija su oko 1.5 puta vece od onih koje daju Bethe i Bloch.

Bohr
.......... Bethe
——— Bloch

O T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Energija projektila [MeV]

Slika 7 a. Zavisnost zaustavnog broja od energije projektila za z;=1

Sva tri zaustavna broja su priblizno jednaka za z;=5 (Slika 7 b),. Zaustavni broj
prema Blochu ima niZzu vrednost od ostala dva u datom opsegu energija projektila 1-5
MeV. I u ovom slucaju, zaustavni broj prema Bohru ima najviSe vrednosti u najve¢em
delu domena energije projektila. Na oba grafika se vidi da je zaustavni broj rastuca

funkcija energije projektila.
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5 -
4 -
- 3
2 -
14 Bohr
.......... Bethe
——— Bloch
O T T T T
0 1 2 3 4 5

Energija projektila [MeV]

Slika 7 b. Zavisnost zaustavnog broja od energije projektila za z;=5

Na osnovu izloZzenog se moze zakljuciti da svaki od modela nije do kraja
konzistentan, ve¢ da se samo dopunjuju u odredenom domenu energije. Glavni
nedostatak ovih formula je taj Sto je za niske energije projektila, zaustavni broj
negativan, Sto je fizicki nemoguce. Usled nedostataka teorije i1 odstupanja od
eksperimentalnih podataka, uvedene su dodatne korekcije. Ovim korekcijama su
opisani procesi koji se dogadaju pri prolasku projektila kroz materiju, a koji nisu

obuhvaceni u ova tri izraza za zaustavnu moc.
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II'5. Korekcije Bohr-Bethe-Bloch formule

Kao sto se iz prethodnog vidi, nijedna od ponudenih formula za zaustavnu mo¢ ne
opisuje dovoljno precizno prolazak Cestice kroz materiju. To je za o¢ekivanje, jer su sve tri
formule izvedene pod razli¢itim pretpostavkama navedenih gore. Procesi koji se deSavaju
pri prolasku teskih naelektrisanih Cestica kroz materiju su jako slozeni i do danas nisu
potpuno matematicki opisani.

U traganju za tacnijim formulama, dati izrazi su dopunjavani raznim korekcijama.
Naime, pri izracunavanju zaustavne moc¢i, Bohr-Bethe-Bloch formulu prate korekcije koje
se odnose na vrednost energije upadne Cestice, naelektrisanje upadne Cestice, polarizaciju
sredine kroz koju prolazi Cestica, i druge. Ovde ¢emo navesti neke od najvaznijih, koje se

najcesce koriste 1 najve¢im delom doprinose preciznijem izraGunavanju zaustavne moci.

115, 1. Korekcija ljuske (shell correction)

Korekcija ljuske se uzima u obzir kada upadna Cestica ima veoma malu energiju,
odnosno kada je brzina projektila priblizno jednaka brzini vezanog elektrona. Kako
energija upadne Cestice opada, ovaj efekat (ova korekcija) dolazi do izraZaja, i mora se
uzeti u obzir interakcija projektila sa svakim elektronom u atomu mete. Ovaj efekat
doprinosi zaustavnoj mo¢i i do 6% od ukupne vrednosti. Postoje viSe metoda za racunanje
korekcije usled efekta ljuske, a najznacajniji su: Talasna funkcija vodonika (Hydrogenic
Wave Function - HWF) i Aproksimacija lokalne gustine (Local Density Approximation -
LDA).

HWA metod razmatra sluCaj interakcije upadne cestice sa pojedinacnim
elektronima atoma mete, ¢ija su stanja opisana talasnom funkcijom vodonika. Interakcija
izmedu elektrona u atomu mete se zanemaruje, i uzima se u obzir samo interakcija tih
elektrona sa projektilom.

LDA metod razmatra slucaj interakcije upadne Cestice sa slobodnim elektronskim
gasom odgovarajuce gustine. U ovoj metodi se pretpostavlja da je gradijent elektronske
gustine u meti jako mali, i da interakcija projektila sa jednim elektronom mete ne zavisi od

interakcije sa drugim elektronima.
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Slika 8. Korekcija ljuske kao
funkcija energije projektila

Na Slici 8. prikazane su eksperimentalne krive korekcije ljuske, C/z,, za vise
materijala okarakterisanim atomskim brojem z,, dok se za projektil koristi proton. Ove
korekcije su dali Bichsel i Fano, [Fano, 1963; Bischel, 1972]. Vidi se da za vecinu
materijala efekat ljuske postoji samo za niske vrednosti energije projektila. Pri viSim

energijama projektila korekcija ljuske tezi nuli.

11'5. 2. Korekcija usled efekta gustine (density effect)

Poredenje eksperimentalnih podataka i Bohr-Bethe-Bloch formule za zaustavnu
mo¢, veoma brzih projektila, pokazalo je izvesna odstupanja. Odstupanja su veca ukoliko
je gustina materije, kroz koju prolazi projektil, veca.

Na primer, zaustavna mo¢ za proton energije 1000MeV u fotografskoj emulziji je za
1% manja od predvidene; na energiji od 8GeV razlika je oko 7%; dok za gusée sredine
razlika je jos veca. Ovaj fenomen je nazvan efekat gustine (density effect). Do ovog efekta
dolazi kada kineticka energija projektila prelazi njegovu masu mirovanja, dakle pri
visokim energijama projektila. Prva teorijska razmatranja ovog efekta poticu od Fermija,

[Fermi, 1940] i od Sternheimera, [Sternheimer, 1960, 1966].
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Slika 9. Korekciia usled efekta oustine

Na Slici 9. prikazan je doprinos efekta gustine zaustavnoj moc¢i za Cvrsta tela i

gasove. Do efekta gustine dolazi ako su energije projektila reda 1000 MeV i viSe.

Il 5. 3. Barkasov efekat

Barksov efekat predstavlja razliku u zaustavnoj moci pozitivnih i negativnih
projektila. Naime, Barkas i njegovi saradnici [Barkas et al, 1956; Barkas, 1963] su
izuCavali procese pri raspadu K — 37 u emulzijama i uvideli da se dometi 7" i 7~ piona
razlikuju. Andersen i saradnici [Andersen et al., 1976] su merili zaustavnu mo¢ alpha
Cestica 1 dobili da je viSe od Cetiri puta veca nego zaustavna moc¢ za protone i deuterone,
$to je u suprotnosti sa Betheovom teorijom. Zato se u Betheovu formulu uvodi korekcija
(Barkasova korekcija) kojom ¢e se opisati efekat usled naelektrisanja projektila razlicitog

polariteta.

Barkasova korekcija se moze predstaviti koriste¢i sledecu formulu

z,L, =z - (102)

1/2 3/2
Z, "X
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gde su x=v"/ (zzvg), a b je parametar. Tabelirane vrednosti funkcije F se mogu naéi u

[Ashley, 1972]. Barkasova korekcija je funkcija energije (brzine) projektila i rednog broja

atoma mete, z,. Na Slici 10 nacrtane su krive z;/ 2L1 kao funkcije od redukovane brzine, x,

za razliCite parametre b.

z,"* L,(b, x)

0.01 A

0.001 T T
0.1 1 10

x =V(z, V)

Slika 10. Barkasova korekcija kao funkcija energije projektila

za razlicite vrednosti atomskog broja mete

Barkasov efekat se javlja kao promena orbitala elektrona mete, prilikom priblizavanja
projektila. Taj efekat se naziva polarizacija mete. Na Slici 10 se vidi da za velike energije
projektila Barkasov efekat postaje beznacajan poSto se pri tim energijama projektil veoma

brzo krece i ne utice na orbite elektrona mete.
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III TRETMAN DELIMICNO OGOLJENOG JONA

U ovoj glavi su opisani radovi u kojima je raCunata zaustavna moc¢ za delimi¢no
ogoljen jon. Opisan je tretman projektila koji u sebi sadrzi vezane eletkrone i efekat
njihovog elektri¢nog ekraniranja. NaglaSeno je kako smanjenje naelektrisanja projektila,

izazvano prisustvom vezanih elektrona, utice na vrednost zaustavne moci.

111 1. Efektivno naelektrisanje projektila

Handerson je otkrio da se snop alfa Cestica pri prolazu kroz materiju uvek sastoji od
meSavine jednostruko u dvostruko naelektrisanih Cestica [Henderson, 1922]. Deo
jednostruko naelektrisanih Cestica osetno raste prema kraju dometa, gde nastaje i mala
komponenta neutralnih atoma helijuma. Neutralni atomi su posledica izmene naelektrisanja
jona helijuma nastalih zahvatom atomskih elektrona i naknadom rejonizacijom u sudarima.

Pojava tri komponente u snopu se lako moze pokazati magnetskom analizom snopa,

kao Sto je prikazano na Slici 11.

Slika 11. Skretanje snopa jona He prolaskom kroz materiju koji se nalazi u magnetnom polju

S-izvor; K-kolimator; Z-zaklon.

Ako alfa cestice produ kroz absorber, na putu do detektorskog ekrana javice se tri
odvojena traga He, He" i He™" jona.
Procesi zahvata i emisije elektrona su znacajni pri niskim energijama projektila i

¢ine dodatnu komplikaciju teorijskom tretmanu. Naelektrisanje projektila, z;, se zbog
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razmene elektrona smanjuje, a sa tim se smanjuje i zaustavna mo¢. Namece se pitanje Sta
uzeti za efektivno naelektrisanje projektila.

Betz je 1972. godine [Betz, 1972] prikazao teorijske aspekte stanja naelektrisanja i
efikasne preseke za izmenu naelektrisanja brzih teskih Cestica u gasovima i ¢vrstim telima.
Naelektrisanja projektila su merena pri izlasku iz mete. Novija experimentalna istrazivanja
naelektrisanja projektila pri prolasku kroz metu su izvrsili [Brunelle et al., 1997] i [Geissel
et al, 2002].

Teorijski tretman naelektrisanja projektila pri prolasku kroz materiju zahteva jasnu
razliku izmedu elektrona koji se krecu sa projektilom i elektrona, koji se ne kre¢u zajedno
sa njim. Primarni interes je »ravnotezno zaustavljanje« tj. zaustavljanje sa ravnoteznim
naelektrisanjem. To je dinamiCka ravnoteza okarakterisana frakcijom naelektrisanja P(v,
qi1). Ova veli¢ina predstavlja verovatnocu da projektil ima naelektrisanje g;e pri brzini v.

Na osnovu toga moze da se definiSe ravnotezno naelektrisanje.

9 :ZP(Va %)% (103)
9
1 ravnoteZzna zaustavna mo¢ kao

S=>P(v,q,) S(v.q,) (104)
@

gde je S(v,q1) zaustavna mo¢ »zamrznutog« naeclektrisanja, koja karakteriSe usrednjeno
zaustavljanje izmedu dva dogadaja promene naelektrisanja. Gubitak energije projektila
usled razmene naelektrisanja je potrebno dodati u izraz (104) ukoliko se racuna zaustavna
mo¢ u domenu energije projektila u kome je proces razmene naelektrisanja znacajan
[Sigmund, 2004]. Vrednost S(v,q;) moze biti experimentalno odredena pod ravnoteznim
uslovima, odnosno merenjem gubitka energije projektila u veoma tankim slojevima.

Eksperimentalno je potvrdeno da je ravnotezno naelektrisanje brzog i teSkog
projektila veée ukoliko je materija u gasovitom stanju nego ako je u Cvrstom stanju
[Lassen, 1951 ab] Ravnotezno naelektrisanje za teSke jone je intenzivno odredivano
[Shima et al, 1982; Shima et al, 1992].

Za zaustavnu materiju u ¢vrstom stanju rezultati su sumirani analitickom formulom
za srednju vrednost naelektrisanja projektila nakon izlaska iz medijuma [Shima et al, 1982]

kao 1 za amorfne ugljenike [Shima et al, 1992]. Thomas - Fermi formula
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a9, =zl[1—e25”%} (105)

moze dobro da representuje podatke za projektile do rednog broja z <18. Iz prethodne
relacije se vidi da za velike brzine projektila njegovo efektivno naelektrisanje odgovara
rednom broju projektila (potpuno ogoljenom jonu), dok za veoma male brzine
naelektrisanje postaje jednako nuli.

Uticaj elektrona projektila na pobudjenje atoma mete se moZe opisati ekraniranjem
(screening). Ekraniranje predstavlja elektrostaticki efekat Sto za posledicu ima smanjenje
jacine elektricnog polja jezgra projektila. Ovaj efekat zavisi od rastojanja projektila od

atoma mete i usled njega zaustavna mo¢ ima nizu vrednost.
111 2. Uticaj efektivnog naelektrisanja na zaustavau mocé

Efekat ekraniranja je uveden u teoriju zaustavne moci uvodenjem efektivnog
naelektrisanja. U radovima [Northcliffe, 1960; Northcliffe, 1963] definisano je efektivno

naelektrisanje kao
q.cr = 14 (106)

gde je y efektivna frakcija naelektrisanja i predstavlja odnos zaustavne moci za neku teSku
naelektrisanu Cesticu i zaustavne moci za proton. y je odredena empirijski poredenjem
zaustavne moc¢i za teSke projektile sa zaustavnom moéi za protone ili alfa Cestice.
Teorijski doprinos ovakvom konceptu dali su [Yarlagadda et al, 1978]; [Brandt and
Kitagawa, 1982], kao i drugi.

Radi ocenjivanja uticaja efektivnog naelektrisanja na zaustavnu mo¢ ispitivane su

krive odnosa Lm u funkciji od q1/z;, gde su z; iz, atomski brojevi projektila i mete.

Za slucaj kada je z,>>z; funkcionalna zavisnost je skoro paraboli¢na, §to kazuje da u tim
slucajevima dolazi do veoma dobrog ekraniranja od strane elektrona projektila. U svim
ostalim slucajevima pokazana je slaba zavisnost zaustavne moc¢i od efektivnog

naelektrisanja projektila.
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IV ZAUSTAVNA MOC ZA DELIMICNO OGOLJEN JON

U ovoj glavi je, prema Betheovom principu, izveden difenrencijalni efikasni presek
za sudar delimi¢no ogoljenog jona sa atomom mete. Na osnovu toga ispisana je formula za
zaustavnu mo¢ za delimi¢no ogoljen jon. Posebno je odvojen deo koji predstavlja

doprinos zaustavnoj mo¢i usled ekscitacije projektila.

1V 1. Opis sistema delimi¢no ogoljen jon + atom mete

Elektroni mogu biti zahvaceni projektilom i u slucaju kada je brzina projektila veca
od orbitalne brzine elektrona u atomu mete [Kim and Cheng, 1980]; [Kaneko and

Tsuchida, 1994]; [Tsuchida and Kaneko, 1997]. Zahvat i gubitak elektrona su procesi koji

su najverovatniji kada je brzina projektila v, <v <v,z"*, gde je vo Bohrova brzina. U tom

domenu brzine (energije) projektila, pomenuti procesi najvise doprinose zaustavnoj moc¢i
[Bohr 1948]. Da bi se zaustavna mo¢ adekvatno opisala za Sirok domen energija projektila,
potrebno je razmatrati i elektronsku strukturu projektila.

Prva teorijska izucavanja su izvrSena sredinom 50-ih godina proslog veka [Bates
and Griffing, 1953]. Oni su racunali zaustavnu mo¢ za najprostiji proces sudara: dva atoma
vodonika. U toku nekoliko zadnjih godina zavisnost zaustavne mo¢i od naelektrisanja
projektila je postala aktivna tema istrazivanja. Skaliranje zaustavne mo¢i na osnovu
efektivnog naelektrisanja projektila [Brandt and Kitagawa, 1982] je nedovoljno da opise
zahvat i gubitak elektrona.

U skorije vreme objavljeni su radovi racunanja zaustavne moci, prema Betheovoj
teoriji, za delimicno ogoljen jon. Tu ideju su predlozili Kim i Cheng u radu [Kim and
Cheng, 1980]. Oni su zaustavnu mo¢ izveli od originalne Betheove formule zamenjujuci
redni broj projektila, z;, i jonizacioni potencijal atoma mete, I,, efektivnim vrednostima,
Zeir 1 legr. Obe pomenute efektivne vrednosti zavise od karakteristika atoma mete i
projektila. Moneta i Czerbniak su koristili prvu Bornovu aproksimaciju za racunanje
zaustavne moc¢i za delimicno ogoljen jon preko parametara sudara [Moneta i
Czerbniak,1994]. U njihovom modelu razmatrana je ekscitacija i jonizacija projektila, ali

razmena naelektrisanja nije uzeta u obzir.
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Uticaj elektrona vezanih za jezgro projektila na zaustavnu moc ispitivali su
[Cabrera -Trujillo et al, 1997; Glazov, 2002]. Posto je racunanje zaustavne moci,
predstavljanjem projektila i mete ansamblima kvantnih oscilatora, zasnovano na njihovom
tretmanu, ovde je ukratko izlozena postavka tretiranja interakcije delimi¢no ogoljenog jona
1 mete.

Projektil mase M, i brzinom v, interaguje sa elektronima atoma mete, mase m..
Naelektrisanje jezgra projektila je naelektrisanja, z;e, okruzeno je sa N; elektrona, dok je

naelektrisanje jezgra atoma mete, z,e, okruzeno sa N, elektrona (Slika 12).

Zze

Slika 12. Medusobni polozaj projektila i atoma mete

R je radijus vector jezgra projektila u odnosu na jezgro atoma mete, y; su radijus
vektori elektrona atoma mete u odnosu na njegovo jezgro, dok su X; radijus vektori

elektrona projektila u odnosu na njegovo jezgro.

Hamiltonijan ovog sistema se moZe napisati kao

H=H,+H, +V (107)
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gde su H p 1 H , Hamiltonijani projektila i mete, respectivno, a vV predstavlja operator
interakcije izmedu njih. Svojstvena stanja operatora H p 1 H ; su |n> i |m>, njihove
svojstvene vrednosti energija su E, 1 En. Vazi da je If]p|n> = En|n> 1 Flt|m> = Em|m>,
m=1,2... 1 n=1,2,.....

Neka je pre sudara projektil bio u stanju |n,), a atom mete u stanju |m, ). Posle
sudara njihova konacna stanja su |n> i |m> . Stanja celog sistema (projektil + atom mete)

su |z> :|k0 >|n0 >| m0> pre sudara i |f> :|k>|n>|m> posle sudara. kj i k su talasni vektori

projektila pre i posle sudara.

Potencijal interakcije izmedu projektila i mete je dat kao [Cabrera -Trujillo et al,

1997].

2 N; 2 Ni,N, 2

_zzez_N2 ze z,e e
V= 113 qu Z|*2 ~i|+Z — _.-| (108)

Z7-7] &

Prvi ¢lan u jednacini (108) opisuje interakciju jezgara projektila i mete; drugi clan
opisuyje interakciju jezgra projektila sa elektronima mete; tre¢i ¢lan opisuje interakciju
jezgra mete sa elektronima projektila; dok poslednji Clan opisuje interakciju elektrona

projektila sa elektronima mete.

1V 2. Diferencijalni efikasni presek i zaustavna mo¢ za delimicno ogoljen jon

Prema izloZzenom u prethodnom poglavlju i analogno relaciji (79), diferencijalni

efikasni presek sudara delimi¢no ogoljenog jona sa atomom se moze napisati kao [Cabrera

-Trujillo et al., 1997].

do e |(k|(n|(m]P |k, Y |y | dQ (109)

nm = 42
27"y

Ovim diferencijalnim efikasnim presekom opisuje se interakcija projektila sa

atomom mete, pri ¢emu projektil preda atomu energiju dQ; u sudaru atom mete prede u
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pobudeno stanje |m>, a projektil u pobudeno stanje|n>. U ovom procesu vazi zakon

odrzanja energije

ki nk
2M, 2M,

:(En_En0)+(En1_En10) (110)

Leva strana predstavlja kineticke energije projetktila pre i posle sudara. Na osnovu
zakona odrzanja energije i hg = h(l; - IEO) dobija se da je minimalna predata energija

projektila, O

(E, —E,,O)+(152m —E,)) _ 0 (111)
2mv

e

Zaustavna moc¢ se moze izraziti preko efikasnog preseka datog u relaciji (109), kao

S:N z J'[(Em_Em())+(En_EnO)]d0nm (112)

nxny,m2m
gde se sumiranje vrSi po stanjima projektila i mete. N predstavlja koncentraciju atoma

mete.

Relacija (112) se moze transformisati kao

SzN{ > (E,-E,)[do,+ Y (En—Eno)jdanm} (113)

nzny,m>m n>ng,m2ny,

U relaciji (113) prvi ¢lan predstavlja doprinos zaustavnoj mo¢i usled pobudjenja i

jonizacije atoma mete, a drugi usled pobudjenja i jonizacije projektila.

Odnosno,
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S = N{Z(Em _Em())J.dGan + Z (Em _Emo)jdanm +

m>m n>ny ,m>ny, (1 14)
Z (En - EnO ).[ dGnmo + Z (En - EnO )J‘ do_nm }
Sume se mogu grupisati kao
S = N{ > (E,-E,, )j do,, + Y (E,-E, )j do,, +
. (115)

S [, En)e (5B dam}

n>ng,m>ny,

Prvi ¢lan predstavlja gubitak energije projektila na pobudjenje atoma mete, dok
stanje projektila ostaje nepromenjeno. Drugi ¢lan predstavlja gubitak energije projektila na
njegovo pobudjenje, dok stanje atoma mete ostaje nepromenjeno. Tre¢i ¢lan opisuje
gubitak energije projektila pricemu ni atom mete ni projektil ne ostaju u osnovnim

stanjima.
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B) TEORIJSKI DEO RADA

Ovaj deo rada sastoji se iz tri glave. U prvoj glavi ovog dela (Glava V) tretirana je
interakcija projektila i mete koji su predstavljeni kvantno-mehani¢kim harmonijskim
oscilatorima. Na osnovu takvog tretmana projektila i mete izveden je izraz za zaustavnu
mo¢. U drugoj glavi ovog dela (Glava VI) izraz za zaustavnu mo¢ oscilatora primenjen je i
prilagoden za racunanje zaustavne moci date materijalne sredine i za odredene projektile,
koji u sebi mogu imati vezane elektrone. U poslednjoj glavi izvrSeno je poredenje rezultata

sa dostupnim teorijskim i ekeperimentalnim podacima.

V PREDSTAVLJANJE PROJEKTILA I METE SKUPOM KVANTNIH
OSCILATORA

Jedan od problema pri racunanju zaustavne moci, prema Betheovom modelu, u prvoj

igr

Bornovoj aproksimaciji, predstavlja racunanje matricnog elementa, M = <m|e m0> , koji

se javlja u jednacini (86). m, predstavlja pocetno stanje atoma mete, dok m predstavlja

konacno stanje atoma mete nakon dejstva projektila. 7g = nk — hl;o predstavlja impuls koji

projektil preda meti pri interakciji. Bethe [Bethe, 1930] je ra¢unao zaustavnu mo¢ za slucaj
2 2

kada je predata energija projektila, Q = Z 9
m

, mnogo manja u odnosu na njegovu pocetnu

energiju. Odnosno, za slucaj kada je predati impuls mnogo manji od pocenog impulsa
projektila (q<<p), §to je uslov za primenu prve Bornove aproksimacije. Na osnovu toga,
Bethe je matricni element, M, ratunao razvojem eksponencijalne funkcije u red, Sto je
prikazano u Glavi Il ovog rada.

Sigmund i Haagerup [Sigmund and Haagerup, 1986], su modelovali atom mete
ansamblom kvantnih oscilatora i smatrali da su stanja m, i m svojstvena stanja kvantnog
harmonijskog oscilatora. Matri¢ni element, M, su izraCunali prema tom modelu, pri ¢emu
su projektil smatrali kao tackasto naelektrisanje.

Posto jezgro projektila pri nizim energijama zahvata elektrone od atoma mete, postaje

delimi¢no ogoljen jon i ne moze se smatrati tackastim naelektrisanjem. To predstavlja
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povod da se i projektil kao delimicno ogoljen jon modeluje ansamblom kvantnih
oscilatora.
U ovoj Glavi prikazan je kvantno mehanicki tretman interakcije harmonijskih

oscilatora (projektil+meta) i na osnovu toga izveden je izraz za zaustavnu moc.

V' 1. Opis modelovanja projektila i mete ansamblom kvantnih oscilatora

Posmatrajmo dva harmonijska oscilatora predstavljena kao dva dipola koja se
sastoje od dve naelektrisane Cesice. Jedan oscilator se kre¢e brzinom v i predstavlja
projektil, dok drugi (meta) relativno miruje. Dipolni momenti projektila i mete su z,ex
and z,ey (Slika. 13). Ova slika je sli¢na Slici 12, sa istim oznakama radijus vektora koji

predstavljaju medusobne polozaje oscilatora.

-Z,€

VALY

7€

Slika. 13. Interakcija izmedu projektila i mete kao oscilatora. Projektil je predstavijen sa
dve naelektrisane Cestice (z;e) i (—z;e) Cije su mase m;. Meta je predstavijena naelektrisanjima (ze)

i (—zze), sa masama m.

Mase naelektrisanih Cestica su m; 1 m, uz uslov da je m, >>m,. Frekvencije

oscilovanja dipola projektila i mete su @, i @ Prilikom interakcije oscilatora projektil

menja pravac kretanja, a moze do¢i do pobudenja i projektila i mete.
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Hamiltonijan ovog sistema se moze napisati kao

H=H,+H,+V (116)
gde H p 1 H , predstavljaju Hamiltonijane projektila 1 mete, respektivno, dok 14

predstavlja operator interakcije izmedu njih. Oblik Hamiltonijana je isti kao u jednacini

(107). Svojstvene funkcije operatora H p 1 I:I, su |n> i |m>, a njihove svojstvene
vrednosti energija su £, i E,. Tako da vazi da je ﬁp|n> = En|n> i ﬁt|m> = Em|m>, pri

¢emu vazi da kvantni borjevi imaju vrednosti m=0,1,2.... n=0,1,2,.....

Potencijal interakcije je oblika

2 2 2 2
_zjz,e"  zizet  zjz,e z,z,e

V= — = - =
R |R—)7| |R+5e| |)7—R+x|

(117)

Kao sto je opisano u prethodnoj Glavi stanje sistema (projektil + meta) pre sudara
se moZze napisati kao |z> = |kO >|n0>| m0>, dok je stanje sistema posle sudara |f> = |k>|n>|m> .
Diferencijalni efikasni presek da pri interakciji projektila i mete, projektil preda
energiju dQ, pri demu sistem prede iz stanja |i) u stanje | /) pod uticajem potencijala ¥, u

nerelativistickom slucaju u prvoj Bornovoj aproksimaciji je oblika kao i u relaciji (109)

__m 5 A7
doy = (fIPi) do, (118)
h2 2
gdeje Q0= 9 predata energija.
2m,

Na osnovu ovako napisanog diferencijalnog efikasnog preseka je zaustavna mo¢ se

racuna prema relaciji (112)

s0)=~Y [(E,-E,)+(E, - E,, Ko, (119)

n,m

gde vazi zakon odrZanja energije
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Wk} 'k’

=(E,-E,)+(E,-E,) (120)
2m,  2m,

Relacije (119) i (120) opisuju proces u kome se deo kineticke energije projektila
oscilatora transformise u energiju njegvog pobudenja i energiju pobudenja mete oscilatora.
Unutrasnja energija projektila oscilatora se menja sa E,y na £, dok se unutra$nja energija

mete oscilatora menja sa E,,p na Ej,.

V 2. Ralunanje zaustavne modci harmonijskog oscilatora

Prvi korak u racunanju zaustavne moci kada se projektil i meta tretiraju kao
oscilatori je raCunanje diferencijalnog efikasnog preseka dat relacijom (118). Kada se

izraz (117) za potencijal zameni u izraz (118) dobija se

2

|kongmy ) dO  (121)

2 2 2 2

Jo - M < |zlzze _ziz;et zize z,z,e
nm 4 2 - _ = = .
2rh’y |R—y| |R+x| |y—R+x|

Odnosno, moZe se napisati

2

z2z2e*m 1 1 1 1
do,, = W <knm|E— |§_)7| - |R+X| + |)7—I_é +fc| |k0n0m0> doQ (122)

Konciznije, relacija (122) se moze napisati kao

2 2 4
zZ,.Z,em 2
do, = —;ﬂ2h4v22 |M1 +M,+M, +M4| do (123)

gde M, ;4 predstavljaju matri¢ne elemente u izrazu (122). Ovi matri¢ni elementi
su resavani posebno. Pri njihovom racunanju, stanja koja predstavljaju kretanje projektila

sa talasnim vektorom k se u koordinatnoj prezentaciji predstavljaju ravnim talasima oblika

|k)= ™R
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Prvi matri¢ni element je jednak
1 iw U itk oam
M, = <knm|E|k0n0mo> = <nm|je kR Ee k"RdR| n0m0> (124)

Posto je IEO —k = g , prethodni izraz postaje

M, = <nm|je"ﬁ %dlﬂ n0m0> = 4—72[5,”705%0 (125)
Izraz (125) je reSen na osnovu integrala [Ivanovic¢, 1974]
je"f'*ldff—f (126)
X a

Prvi matri¢ni element sadrzi proizvod Kronekerovih simbola &,,00um9, tako da
prilikom sumiranja u izrazu (119) za zaustavnu moc¢ daje nulu. Interakcija jezgra projektila
i jezgra mete ne doprinosi zaustavnoj moci ukoliko se posmatra Kulonova interakcija
izmedu njih, i ukoliko se kineticka energija projektila transformise na njegovu ekscitaciju i
na ekscitaciju mete.

Drugi matri¢ni element se javlja usled interakcije pozitivno naelektrisanog dela

oscilatora projektila i negativno naelekrtisanog dela oscilatora mete.

M, = <knm|ﬁ|konomo> = <nm|je”";}é

1
25

e”;"kdlﬂ nom0> (127)

Izraz (127) se racuna uvodenjem smene R- y =1u,1idobija se
I v b o—an 1
M, = <nm|.[e at ');du|nomo> = <nm|e qyJ-e ! ;du|n0m0> (128)

Nakon resavanja integrala, matri¢ni element M, dobija oblik

(129)
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gde je Mo matricni element istog oblika koji se javlja u relaciji (86).

Po analogiji reSavanja matricnog elementa, M>, matri¢ni element M; se svodi na

oblik
4
M3 = _25mm()Mnn0 (130)
gde Je Mrm() = <n|eiq} n0>
Cetvrti matriéni element M, je jednak
M, :<knm|#—|k0n0m0 nm|j dR|n m0> (131)
|R—y+ﬂ
Ovaj matri¢ni element se re§ava uvodenjem smene R —J+X =i, pri Gemu se na
kraju dobija da je
4
M4 :_ZMmmOMnnO (132)

Zamenom matri¢nih elemenata M, 34, diferencijalni efikasni presek, napisan u

izrazu (123), postaje

2.2 4
zizye'm, | 4rx 2
do_nm = ;”2h4v22 ( j |5nn0 mm0 5nn0 mm0 5mmOMrm0 +Mnn0Mmm0| dQ (133)

2 2

h'q

e

Kada se izraz QO = za predatu energiju, zameni u izraz (133), dobija se

2 L5224
_ﬂ|_5mo Mo -5 M.+ M, M 2 dQ

nn0 nnQ 2 mm0| Q2

do (134)

nm 2 mm0 mm0 1

m,v

Prvi matri¢ni element je izostavljen, jer on ne doprinosi zaustavnoj mo¢i.
Zamenom diferencijalnog efikasnog preseka iz prethodne relacije u izraz za
zaustavnu mo¢ dat relacijom (119) dobija se
27r zlze’ 2 dQ
S : ZJ.[ E E E E )]_ 511110 2Mmm0 - 5mm0 annO + annO ZMmmO‘ E

(135)
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Razvojem prethodnog izraza za zaustavnu mo¢, dobija se suma od sedam ¢lanova

u formi:
- Nz’j;ie{zw BB, B o] M 2
_Z (£, -E,)+(E, -E, ]jf?mo mmolennogg
X ME B (BB 5] Mo
- SHE ~ E )+ B = O] Mo s 22
~ 2l B ) (B = B B M Mmmo”;Q
_Z (£ -E,)+(E, -E, ]j&mmo\ M, M, Zg

+ 2B, ~E,0)+(E, - £, )], Mnnonmmode}

n,m

(136)

Svaki ¢lan u izrazu (136) predstavlja integraciju preko predate energije, O, i dve
sume preko svih mogucih stanja projektila i mete. Gornja granica integracije je jednaka
beskonac¢nosti [Sigmund and Haagerup, 1986], dok se donja granica integracije odreduje

na osnovu zakona odrzanja energije iz izraza (120), na slede¢i nacin.
Impuls koji projektil preda meti iznosi #g = h(lg - lgo) Kvadriranjem ovog izraza i

izrazavanjem predatog impulsa preko predate energije, O, dobija se
2m,Q = h*k2 + h*k* = 2h*k,k (137)

Deljenjem relacije (137) sa 2m; 1 imajuéi u vidu zakon odrzanja energije (izraz

(120)), dobija se

mO_ (g, 5, )e (s, -5, )-TRER)

m, m,

odnosno, posto je hlgo =m,v sledi da je
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]

m,

[(E,, —E,)+(E, —E,)+ QJ =2m,v’Q, (139)

: . o X . m . o
S obzirom da je masa projektila mnogo ve¢a od mase mete, ¢lan —=Q u jednacini
m
1

(139) moze da se zanemari, odakle se dobija da je donja granica integracije u izrazu (136)

jednaka

Qmjn — ((En _En0)+(Em _E‘mO))2 (140)

2
2m,v

V 2.1. Racunanje matricnih elemenata

U ovom delu su racunate sume i integrali koji se nalaze u relaciji (136). Matri¢ni
elementi se racunaju preko stanja kvantnog harmonijskog oscilatora. Pretpostavlja se da su
projektil i meta pre sudara u osnovnom stanju (n9=0 i1 my=0). Moze se pokazati da vazi da

je [Sigmund and Haagerup, 1986].

1 £ o
M, =—(i 2] ¢ o (141)

Za harmonijske oscilatore vazi da je £, —E, =nho, i E, —E, =mho,, gde su

n=1,2,3...im=1,2,3... i otuda donja granica integracije data izrazom (140) ima oblik

(nha)p +mho, )2

Ouin = (142)

2
2m,v

Prvi ¢lan u relaciji (136) obelezimo sa ;,1 on je jednak

o

2 2 d
UEDY A AN N I AT
n.m (nhwp+mha)[)z

2m2v2

Usled Kronekerovog simbola i relacije (141), prethodni izraz se svodi na
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© m g
I, =Y mho, j 12 Q (144)
m (mha, m! ha)t Q
2}?12]/2
Nakon uvodenja smene &, =—— 1 ¢, = D -, dobija se da je
; 2m,v
I, = i ! Tg/”‘zeff dé, (145)
m=1 (m - 1)! mle
Drugi ¢lan u relaciji (136) ima oblik
2 [ 20— dQ
12 :Z[(En_EO)+(Em_EO)]§nO I |MmO Mn()_z (146)
n.m (nh{uermh{u,)z Q
2mzv2
1 analogno prethodnom ¢lanu svodi se na
o mo_Q 9
L=y mo, | LN T (147)
- (e m!\ ho, 0
2m2v2
) 2hw, +ho, 1 .
Nakon uvodenja smene f,=——"——¢, 1 o, =—+ , relacija (147)
v 2ha, ho, 2ho,
postaje
[2 _ i 1 1 — at]p—m Tgthe—fz dét (148)
= m 1) (ho0,) 75,

Treci i Cetvrti ¢lanovi u relaciji (136) su istog oblika kao i prethodna dva i dati su

samo u konacnoj formi
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g:i ( ! j g de (149)

= N 1 1 1-n T n-2 =&,
e s [o 0

= 2
n=l1 B,

2ho, +ho, 1 1

E. 1o, =
2heo, 7" 2he, ho

gde su uvedene sledece oznake S, =
P

Posto je M ,, = M, , moze se napisati da vazi da je peti ¢lan u relaciji (136) jednak

drugom ¢lanu, i da je Sesti ¢lan u toj relaciji jednak ¢etvrtom ¢lanu, odnosno, Is=I, i I¢=l4.

Konac¢no sedmi ¢lan ima oblik

0

1, = (nho, + mhao,) j M, [F|M,,, [ d—Qz (151)
n,m (nhwp+mhw,)z Q
2myv?

Nakon zamene relacije (141) sedmi ¢lan, 7, postaje

w n 0 mo o
1= (e, +me,) | ! [%} e " L(gj e 92 (15
a)p

— . n! m!\ ho, 0

(nhw,, +mhao,

2mzv2
Posle odredenih transformacija I; se svodi na

= N lL 1 1 l—n—mo0 n+m=2 _—¢&
" n;(nhw”+mh”f)n!m!W(hw[)”’a /!5 o =

1 1 ihw, + jho ) )
gdesu g =—+—, .<:Ma,prléemuje E=aQ.

ho, ho, " 2M,v*
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V 2.2. Konacna formula za zaustavnu mo¢ kvantnog harmonijskog oscilatora

Iz izraza (136) i koriS¢enjem izracunatih elemenata od I; do I; dobija se kona¢na
formula za racunanje zaustavne mo¢i kvantno mehani¢kog harmonijskog oscilatora.

Integrali koji su definisani u c¢lanovima I,...I; se svode na Gama funkcije sa
donjom granicom integracije razli¢itom od nule. S obzirom da vazi da je I[s=I, 1 I¢=l4,

relacija (136) se svodi na zbir od pet ¢lanova.

S=N27Z'(lez)ze4 i 1 F(m—l mie )_zi 1 ¥al”"1“(m—1 mzﬂ )
’ m=1 (m - 1)! ' ' o (m — l)! (ha)r )"”1 » ’ P

| o 1 »
R —1)!F(n_1’nzg”)_2z(n—1)!)”‘a;” Cln=1.n°5,)

- 11 1 1
+ nho  +mho, |— a7 "Tln+m-1,p,
Sl ento ) e o)
(154)
. . ® ho
Izraz (154) je pogodno napisati preko parametara &, = S ie,= -, tako
m,v 2m,v

da se dobija

1 1
+

1-n
Sttt orn) R LA
Se-t T TE e (6,) ’ ,

1-n—-m
+211W[1+1] {1<>(11B

n m
ot in! m! N £, & £, &

(155)
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Prvi ¢lan u relaciji (155) predstavlja doprinos zaustavnoj mo¢i ukoliko se projektil
smatra taCkastim naelektrisanjem i njegova energija se gubi na pobudenje mete. Ostali
¢lanovi imaju smisla samo ako projektil nije tackasto naelektrisanje. Drugi ¢lan predstavlja
doprinos zaustavnoj moc¢i pri ¢emu projektil ostaje u osnovnom stanju. Trec¢i c¢lan
predstavlja proces pri kome dolazi do pobudenja projektila u interakciji sa tackastom
metom. Cetvrti ¢lan u relaciji (154) predstavlja doprinos zaustavnoj mo¢i kada dolazi do
pobudenja projektila, dok meta ostaje u osnovnom stanju. Poslednji ¢lan predstavlja

gubitak energije projektila na pobudenje projektila i mete.

V 3. Rezultati

Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora je racunata prema relaciji (155). Za
racunanje zaustavne moc¢i napisani su programi SP_Oscilator_1.nb i SP_Oscilator_2.nb, u
softvert MATHEMATICA® [MATHEMATICA®], (videti DODATAK Ii DODATAK II).
Ovaj softver omogucava racunanje Gamma funkcije, koje u ovom slucaju, zavise od
parametara g 1 g,. Svaki €lan od I; do I7, u relaciji (155), predstavlja sumu po kvantnim
brojevima harmonijskog oscilatora mete i projektila. Teorijski, sumiranje ide do
beskonacnosti. Posto se vrednost sume ne menja ako je broj ¢lanova u sumi veéi od 1000,
onda je to prihvaceno za broj elemenata u sumi. Na osnovu napisanog programa dobijeni

su rezultati, koji su opisani u slede¢im sekcijama.
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V' 3.1. Zaustavna moc¢ harmonijskog oscilatora za tackasti projektil

U slucaju kada je projektil tackasto naelektrisanje preostaje samo prvi ¢lan u
zagradi relacije (155). Na Slici 14 predstavljena je zaustavna mo¢ harmonijskog

oscilatora, za taCkasti projektil kao funkcija od upadne energije projektila.

S [MeV/mg/cm?]

Energija projektila [MeV]

Slika 14. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora za tackasti projektil kao funkcija

od upadne energije projektila, za razlicite vrednosti energije pobudenja mete

Zaustavna mo¢ je predstavljena za razlicite vrednosti energije pobudenja oscilatora
mete, hw, =10,20,i 30 eV. Sa grafika se vidi da zaustavna mo¢ opada sa porastom
kineticke energije projektila, kao i sa porastom energije pobudenja oscilatora mete. Pri
visokim energijama projektila (iznad 2 MeV) uticaj energije pobudenja oscilatora mete je
zanemarljiv. On je dominantan u domenu nizih energija, naroc¢ito u oblasti Bragg-ovog

pika. Sa porastom energije pobudenja oscilatora mete, Bragov pik je nizi.
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Na Slici 15 predstavljena je zaustavna mo¢ kao funkcija energije pobudenja mete,

ho,, za razlicite vrednosti kineticke energije projektila. Kineti¢ke energije projektila su

0.5, 1 1 5 MeV. Zaustavna mo¢ opada sa porastom energije pobudenja mete za datu

kineticku energiju projektila.

S [MeV/mg/cm?]

0.4 1

02 f+——————— R S —

10 15 20 25

Energija pobudjenja oscilatora mete [eV]

Slika 15. Uticaj energije pobudenja mete na zaustavnu mo¢ harmonijskog oscilatora

za tackasti projektil

Uticaj energije pobudenja mete je veci pri nizim kinetickim energijama projektila,
Sto se vidi iz nagiba krivih (videti krive za 0.5 i 1 MeV). Pri visokim kinetickim

energijama projektila uticaj energije oscilovanja mete na vrednost zaustavne moci je

zanemarljiv.
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V' 3.2. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora za projektil-oscilator

Predstavljanjem projektila oscilatorom, isto kao i metu, pogodno je za ispitivanje
uticaja energije pobudivanja projektila na vrednost zaustavne mo¢i. Izraz za zaustavnu mo¢
za projektil-oscilator sadrzi Cetiri dodatna ¢lana u odnosu na izraz kada je projektil tackasto
naelektrisanje. Ovi ¢lanovi predstavljaju transformaciju kineticke energije projektila na
energiju njegovog pobudenjam, pri interakciji sa negativnim i pozitivnim naelektrisanjem
mete oscilatora.

Na Slici 16 prikazana je zavisnost zaustavne moci u funkciji od kineticke energije
projektila za razlicite vrednosti njegove energije pobudivanja. Energija pobudivanja mete

je hw, =5eV . Uticaj energije pobudivanja projektila oscilatora na zaustavnu moc¢ je

veliki, narocito u domenu nizih energija.

1.4 4

1.2 4

1.0

0.8

S [MeV/mg/cm?]

0.6

0.4

0.2

0.0

Energija projektila [MeV]

Slika 16. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora kao funkcija kineticke energije
projektila-oscilatora za razlicite vrednosti energije njegovog pobudenja. Energija pobudenja

oscilatora mete je hw, =5eV
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Vrednost zaustavne moci opada sa porastom energije pobudivanja projektila,
narocito u oblasti Braggovog pika. Bragov pik se smanjuje sa porastom energije pobudenja
projektila. Pored toga, primecuje se blago pomeranje Bragovog pika u desno, ka viSim

vrednostima kineticke energije projektila.

Na Slici 17 prikazani su grafici zaustavne moc¢i u funkciji od kineticke energije
projektila za razli¢ite vrednosti energije pobudenja projektila, dok je vrednost energije

pobudenja mete %w, =10e) Efekat je isti kao u na Slici 16. Pored toga, vrednosti

zaustavne moci su nize u odnosu na slucaj kada je iw, =5el .

1.0

0.8

0.6

S [MeV/mglcm?]

0.4

0.2

0.0

Energija projektila [MeV]

Slika 17. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora kao funkcija kineticke energije
projektila-oscilatora za razlicite vrednosti energije njegovog pobudenja. Energija pobudenja

oscilatora mete je haw, =10eV

Uporedujuci grafike sa Slike 16 i 17, primecuje se da se uticaj energije pobudenja
projektila na vrednost zaustavne mo¢i smanjuje sa porastom energije pobudenja mete. To

se potvrduje 1 na Slici 18, gde je data zaustavna mo¢ kao funkcija kineti¢ke energije
projektila kada je vrednost energije pobudenja mete Aw, =15el . Uticaj energije

pobudenja projektila na vrednost zaustavne moc¢i je jo§ manji u odnosu na prethodna dva

razmatrana slucaja. Ovaj efekat je viSe uo€ljiv u domenu visih kinetickih energija

projektila.
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0.5 A

0.4 A

0.3 A

S [MeV/mg/cm?]

0.2 A

0.1 A

0.0 T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14

Energija projektila [MeV]

Slika 18. Zaustavna mo¢ harmonijskog oscilatora kao funkcija kineticke energije
projektila-oscilatora za razlicite vrednosti energije njegovog pobudenja. Energija pobudenja

oscilatora mete je hw, =15eV

V 4. Zakljucak

Ako se projektil smatra kao tackasti projektil, pri ¢emu se zanemaruje moguénost

njegovog pobudenja, u izrazu (155) potrebno je zameniti 7w, — 0. Kao posledica toga u

pomenutom izrazu, svi ¢lanovi postaju jednaki nuli, osim prvog, i izraz postaje jednak kao
i u radu [Sigmund and Haagerup, 1986], gde je projektil tretiran kao tackasto
naelektrisanje.

Modelovanjem projektila oscilatorom omogucava uracunavanje efekta da se
njegova kineticka energija pretvori u energiju njegovog ekscitovanja. U ovom poglavlju je
pokazano da ekscitacija projektila ima veliki uticaj na vrednost zaustavne moci, koja je
racunata prema Betheovom principu, u prvoj Bornovoj aproksimaciji.

Najve¢i uticaj energije ekscitacije projektila na zaustavhu mo¢ je pri niZzim
kineti¢kim energijama projektila, posebno u oblasti Braggovog pika. Bragov pik se blago
pomera udesno sa porastom energije pobudenja projektila. Ovaj efekat se smanjuje pri

porastu energije pobudenja mete.

67



VI ANALITICKI IZRAZ ZA ZAUSTAVNU MOC, PREDSTAVLJAJUCI
PROJEKTIL I METU ANSAMBLIMA KVANTNIH OSCILATORA

U Glavi Il ovog rada (relacija(98)) izraz za zaustavnu moc¢ je napisan u formi

2
_Axzlet

2
m,v

S Ny-z,-L (156)

gde L predstavlja zaustavni broj. Vrednost zaustavnog broja zavisi od karakteristika
projektila i atoma mete.

Sigmund i Haagerup [Sigmund and Haagerup, 1986] su modelovali atom mete
ansamblom kvantnih oscilatora i radunali zaustavni broj, L*(v,®), preko stanja

svojstvenih za kvantno mehanicki harmonijski oscilator. Ovako dobijen zaustavni broj je

funkcija brzine projektila, v, i energije pobudenja oscilatora mete, 7w . Da bi se odredio
zaustavni broj materijalne sredine od odredenih atoma, L“(v), potrebno je sumirati

zaustavne brojeve svih kvantnih harmonijskih oscilatora tog ansambla, kojim je

predstavljena sredina i uteznjavati ja¢inama dipolnog oscilatora, f,

n

.0- tih atoma. To se

moze napisati kao

2m v*
Lat — LOSC e 157
(V) ;fnno (En _ Eno j ( )

Sumiranje se vrsi preko svih stanja atoma diskretnog i kontinualnog spektra energije.

Ovaj pristup za raunanje zaustavne moci je kasnije koris¢en u mnogim radovima
[Jansen and Mikkelsen,1996] za ra¢unanje gubitka energije H," u amorfnim ugljenicima i
za mnoge druge materijale [Mikkelsen and Mortensen, 1990; Xia Y, et al., 1994].

U ovom poglavlju je racunata zaustavna moc¢ predstavljanjem i projektila i mete
ansamblima kvantno mehanickih oscilatora. Pristup je isti kao §to su predlozili Sigmund i
Haagerup, samo Sto se u ovom radu projektil ne smatra kao tackasto naelektrisanje, vec se i
on tretira kao skup kvantno mehanickih oscilatora. Izraz za zaustavnu moc¢ je izrazen preko

zbira parcijalnih zaustavnih brojeva, koji zavise od karakteristika projektila i mete.
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Parcijalni zaustavni brojevi su raCunati sumiranjem zaustavnih brojeva pojedinacnih
oscilatora mete i projektila, uteznjavanjem njihovim jacinama dipolnih oscilatora.

Sumiranje se vrsi preko diskretnog i kontinualnog spektra.

VI 1. IzraZavanje zaustavne modi preko sume parcijalnih zaustavnih brojeva

Neka imamo projektil mase M, naelektrisanja jezgra z;e, koji oko sebe ima N;
electrona, Taj projektil se kre¢e brzinom v, i interaguje sa atomom mete rednog broja z,
koji oko sebe ima N, electrona. Potencijal interakcije je izmedu projektila i mete je oblika

sli¢nog relaciji (117).

2 NN, 2

VZ_% ze _i z,e’ +Z e

j:||1_é—)7j| i:1|1_é+)?i| ivj:1|_)7j_ﬁ_)?i|

(158)

U relaciji (158) izostavljen je ¢lan koji opisuje interakciju jezgara projektila i mete,
jer on ne doprinosi zaustavnoj mo¢i.

Na osnovu relacije (113) u kome je definisana vrednost zaustavne moci za
delimic¢no ogoljen jon i diferencijalnog efikasnog preseka u relaciji (121) moze se napisati

da je zaustavna mo¢ jednaka

27e’ J
S = mﬂiz No { E I(Em _EmO X_ 215,,”0 2Mmm0 _225mmo 1Mnn0 +1 M,m0 2Mmm0|2 Qg +
d
Z J'(E" a E"O 1_ Zlé‘nnOZMmmO _225mm0 annO + annO 2Mmm0 2 Q_g}
(159)

gde matri¢ni elementi imaju M9 1 My, forme

N,

. _ 4y,
n0> s M0 —Z<m|e

J=1

my) (160)

Ny
— —iq%;
M, = Z <n |e
i=1
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Clanovi 2,6,,,0,M o 1 2100, M mo U PIvoj i drugoj zagradi izraza (159) ne
doprinose zaustavnoj moci, pa se zanemaruju u daljem racunu. Nakon izvlaCenja

zajednickih elemenata ispred zagrada, dobija se [Cabrera-Trujillo, et al., 1997]

272" d
S = 7222 No{ z I(Em _Emoleé‘nno 1 Mnn0|2|2Mmm0|2 _%Jr

m,v n2ng, m#my Q (161)
d
ZI(En _En01225mm0 - 2]‘4mm0|2|1j‘4nn0|2 _g}
n#n,,mn, Q
Izraz (161) se moZe napisati u pogodnijoj formi kao
27me’ Q
5= 22 x| >z J(6, - £z o) 22
e nxngy, m#m; (162)
gde su
Fuo(=@)={nlzs = 2oe ™) (163)

ﬁ igr;
mm() < |ZZ Z e

my)

neelasti¢ne amplitude rasejanja projektila i mete [Glazov, 2002].
Donja granica integracije je data izrazom (140), a gornja granica predate energije se dobija
iz uslova maksimalnog predatog impulsa pri ¢eonom sudaru i iznosi 2m.’.

Posle razvoja sume, relacija (162) se moze napisati kao [Stevanovi¢ and Nikezi¢,

2007]
4 dQ 1 e . d
S ﬂ-e Ny N Z j nOnO mmO (Q)_Q +— Nl J. nﬁO (Qij0m0| _Q
c m>m0 _ Q 2 n>r10(E”_EnU)2 Q
2m v 2m@v2
1 (E,-E)+(E, ~E,) " ,
FONN, Y Tl o ()10 (Q)dQ
2 m>m0;n>n0 (Em _Em()).(En _En()) M
Zm(,v2
(164)
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Ek — Eko
N i Q
strengths - GOS), N; je broj vezanih elektrona (i=p za projektil; i=t za metu).

v i i 2 . . we . . .
pri emu su f;,(Q)= |F ,jk0| generalisane jaCine oscilatora (generalized oscillator

Relacija (164) za zaustavnu mo¢ se moze napisati preko sume parcijalnih

zaustavnih brojeva u formi [Stevanovi¢ and Nikezi¢, 2007]

A7e”

§ =N ANLLE + N, L+ NN, L | (165)

m,v
gde su parcijalni zaustavni brojevi za atome mete i projektila definisani preko zaustavnih

brojva oscilatora kao [Stevanovi¢ and Nikezi¢, 2007]

a ovc 2mevz a ovc 2m V
Lt memo t (E _E J’ Lt Z nn0 P( _E J
m m0 n0

m>m0 n>n0 n

. we | 2mV’ 2m v’
Lt,tp = Z fmm()f‘rfr;()l‘ (E E E E ]

(166 a)

m>m0,n>n0

pri ¢emu parcijalni zaustavni brojevi oscilatora imaju formu [Stevanovi¢ and Nikezic,

2007]

osc __ l e 2 t dQ [ = e t 2 d_Q
Lt - 2 Z _J; nOnO mmO (Q) Q r;) " _L nn() XFm0m0| Q
2m 2 2m, v (166 b)
1 E —E )+(E —E mer? .
Losc - Z ( m m0 )+ ( n n0 ) J.fnio mmo (Q)dQ

2 m>m0;n>n0 (Em _Emo)'(En _EnO) w

2mb,v2
Prema predlogu Sigmunda i Haagerupa [Sigmund and Haagerup, 1986] zaustavni
broj za odredene atome, L,, se racuna prema relaciji (157). Da bi se primenila relacija
(157) potrebno je u izrazu za zaustavnu mo¢ izdvojiti izraz za zaustavni broj. Taj isti izraz
se koristi 1 za racunanje zaustavnog broja oscilatora Lo, preko stanja i energija svojstveni

za harmonijski oscilator, (relacija (166 b)).
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VI 2. Racunanje zaustavnih brojeva, L”*, preko stanja kvantno mehanickog oscilatora

U ovom delu racunati su zaustavni brojevi za oscilatore. Prvi parcijalni broj, definsan u
relaciji (166b), predstavlja interakciju izmedu projektila i mete pri cemu projektil ostaje u

osnovnom stanju, dok se meta pobuduje

2

2m,v
rr = Y6 £ [ |EhaCaflrL@l 92 aen
2 om0 (Ea- ) ¢
2m0?

Kvadrat modula od F,,,9 za harmonijski oscillator prema [Sigmund and Haagerup, 1986] je
oblika

2 1 "2
Fro| = —,[2] e " (168)
m\ ho
gdeje £, —E, =mho, .
Otuda relacija (167) postaje
Zm(,v2
|« ho ¢ o 0 “Ldo 1 o
Lasc — t Fnl())n() (_é ( J e ho, ¥ —_ R F'nf)nO t”FZe—tdt
t 2 ;0 (m - 1)' (mh'[)’)z H ha)t Q2 2 méo (m - 1)' ml-!:w, |
2m£,v2 Zm(,v2
(169)
U desnom delu relacije (169) uvedena je promenljiva t:hii integracija moze da se
a)t
. . . 3 m’he,
podeli na dva dela [Tsuchida and Kaneko,1997]: prvi deo je integracija od ¢, = Py
m,v

do ty, a drugi deo je od ty do tmax. to predstavlja vrednost koja je dovoljno mala da se uvede

dipolna aproksimacija u neelasticnoj amplitudi rasejanja U formi

(m|2e™
J

ovoga, relacija (169) postaje

2

~ q2|d ? , gde je dpmo dipolni matri¢ni element. Na osnovu

m0> mmQ

t
|me0

|2

72



)

e 1o 1
g _ZZ(m—l)! IFP

2 m-2 _—t 1 1
m>0 o t ¢ dt+EZ(m_1)‘ J.

mzha), m>0

FP

n0n0

"2 dr (170)

2
2m,v

Tejlorov razvoj funkcije, e ~ 1, moze biti koris¢en u prvom integralu relacije (170) i prvi

¢lan sume (m = 1) daje najveci doprinos. U drugom ¢lanu moZe se zameniti redosled

integracije i sumiranja. Koriste¢i sumu ZW " =¢', izraz (170) postaje
m
th,v2 th,vz
osc 1 T 2 dt 1 " 2 dt 1 i 2 dt
Lt :E J. n[())nO _+E J. n%nO :E J. Fn[())nO - (171)
_ho, t 0 ho,
Zmev2 Zmev2
1 konac¢no,
1 2ml,v2 5 dQ
L =3 [ [Eh0(@) ° (172)
(ho,
Zmb,v2
Na sli¢an nacin parcijalni zaustavni broj za projektil, L7°, postaje
2m, V2 5 dQ
L(;SC =3 .[ | mO0m0 j (173)
hw
2m, v?

Prema relaciji (163) imamo Fy, =z,—;My,; My su matricni elementi oblika

00 = <0 |Z e
J

0> , 1prema [Cabrera-Trujillo et al.,1997] su jednaki

0.37 0.63
Moo = {1 A0 (AQ 13.88 AQ+O96H (7%

2
gde su 4,(v)= :e A2(v)p* funkcije brzine projektila.
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Integrali u izrazima (172) i (173) mogu biti napisani [Stevanovi¢ and Nikezi¢,

2007]

10)=JlFuf 5 ) T == NP m(0)+x(0) (79

gde je funkcija Y;(Q) oblika

1.9N; 0.38N;
Y.(Q)=N; L L— —(0.9N; —1.3z,)In(4,0+0.97)—(0.1N, —0.74z; )In( 4,0 +13.88
(0= o o o (09N, 13240+ 097)-(0.18, 0782 0 +1255)

(176)
Ako se funkcija Y,-(Q) razvije u red tada integral u (175) za O=0Q.i» postaje

I'(Qmin): (Zi -N; )2 1n(Qmin)+ Ni(0'3Ni +1'9Zi) (177)

1

dok je za Q=0 jednak

[(0pe)=(z, = N,) In(Q,,, )+ N,(2z, - N,)In(4Q,,,)  (178)

Shodno tome, parcijalni zaustavni brojevi, definisani relacijima (172) i (173) postaju

jednaki [Stevanovi¢ and Nikezi¢, 2007]

2 2442722
L = {(z1 ~N,) h{ 2m,v J - % N, [(0.29N1 +1.9z2,)+ (N, -2z, )h{wn}

ho, n’

(179)

2 2421722
Ly = {(zz N, Y 1{2”” J—%N{(ozm +1.92,)+ (N, —%)ln(MJJ}

ha)p K’

(180)
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Tre¢i parcijalni zaustavni broj definisan u relaciji (166b) moze biti napisan u formi

2m,v?
osc 1 ( 2 f 2d
Lt,P = E Z((Em _En10)+(En _En() )) J FHZO mm0| Q_g (181)
mensnn0 (£, =Epo H(E,=E, )]
2mev2

i prema relaciji (168) dobija se

L1 T " " vt )0 d
153 3 (who, et ) ] y(%} [%J ) o
m>0;n> . t P

(mhw, +nho,

2
2m,v

Uvodenjem smene ¢ = [hL + %JQ , izraz (182) postaje

o, o,

n 1 n=1_m

_ 2

| 1 me'e" +ne’ ¢ (mg +ne )

L= P Dm0 (183)
m>mO0;n>n0 m'n‘ (gt + gp)

2 & +e,
ho, ho, Tont 6 1z ..
gdesu ¢, = =5 €, = -~ i F(n,x): jf e °d¢ je Gama funkcija.
2m,v 2m,v !

Parcijalni zaustavni broj L, u relaciji (183) je racunat numericki i fitovan u softweru

MATHEMATICA® [MATHEMATICA®], kao funkcija od parametara &, b=y i 8;1 =Xx.

Na osnovu toga dobijen je sledeéi izraz.
L (y,x)=0.1-0.001y =2.5-10" »* =0.001x - 2.5-10 " x> +0.51-In(y)+0.51- In(x)
(184)

VI. 3 Rac¢unanje parcijalnih zaustavnih brojeva, L“, za metu i projektil

Parcijalni zaustavni brojevi za metu i projektil prema relaciji (166a) mogu biti raCunati

koriste¢i relacije (179, 180 i 184) [Stevanovi¢ and Nikezi¢, 2007]. Sumiranje se vrSi preko

svih stanja diskretnog i kontinualnig spektra, uteznjavanjem jacinama dipolnih oscilatora,

f.0» datih atoma. Pri tome, potrebno je zameniti energiju ekscitacije i jonizacije atoma,

E, - E,, saenergijom ekcitacije kvantnog harmonijskog oscilatora, 7o .

75



1z izraza (166a) se vidi da svi ¢lanovi u L7 su nezavisni od energije ekscitacije 1
jonizacije, osim prvog logaritamskog ¢lana. Konacan izraz za parcijalni zaustavni broj,

L, ima oblik

2 2 4 2A2b2 2
[ =(z, - N, ) 11{ ";ev J—%Nl[(0.29N1+1.9zl)+(N1—2zl)ln(% (185)
2

Ovde je uveden srednji jonizacioni potencijal /, definisan kao In/ = z fomo(E —E, )

pri cemu vazi Z fomo =1 kao 1u [Sigmund and Haagerup, 1986].

Cabrera-Trujillo [Cabrera-Trujillo, 1999] je tretirao elektrone mete kao haronijski
vezane i1 dobio izraz za zaustavnu mo¢ kao sumu zaustavnih moc¢i koje poti¢u od
pojedinacnih elektrona.. Uzimaju¢i osobinu dipolne jacine oscilatora za kvantne

harmonijske oscilatore i-te orbite, /) =¢ zakljucio je da je orbitalni jonizacioni

potencijal, /;, jednak I, = hw,, [Cabrera-Trujillo, 1999].

U ovom radu pristup je malo drugaciji. Jacine dipolnih oscilatora koje figurisu u
izrazu (166a) nisu za oscilatore, ve¢ za atome, i sumiranje se vrsi preko diskretnog i
kontinulanog spektra atoma, a ne preko stanja harmonijskih oacilatora. Na ovaj nacin
mogucénost jonizacije atoma se uzima u obzir za razliku od [Cabrera-Trujillo, 1999].

Na sli¢an nacin, zaustavni broj, L, postaje

2 24212 2
L% =(z, ~ N, ) m(z’”ev ]— %Nz[(o.zwz +1.92, )+ (N, - 222)11{MB

I, n?
(186)
Parcijalni zaustavni broj, Lip, u relaciji (166a), se raCuna sumiranjem preko stanja

projektila i mete. Za visoke energije projektila svi kvadratni ¢lanovi i ¢lanovi viSeg reda

mogu biti zanemareni [Kaneko, 1991], tako da zaustavni broj postaje

2 2
[ =0.1+0.51-In 2V 051 1n| 27" (187)
| 12 [1

Kona¢no, izraz za zaustavnu mo¢ prema jednacini (165), postaje [Stevanovi¢ and Nikezic,

2007]
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2
m.,v

e

4 2402722
g- 4 N-{NZ(ZI—NI)Z In| 27 ]— NINZ((0.29N1+1.921)+(N1—2zl)ln(wn+

N |~

2
2m,v

20272 2
NINZ[(0.29N2 +1.9z2, )+ (N, _zzz)ln(M JJJF

N |~

N,(z, - N,) h{ -
1
2m v’

2 2
N,N,| 0.1+0.51-In +0.51-In| =¥
]2 Il

Ovaj izraz moze biti podeljen na dva dela: prvi koji predstavlja doprinos usled ekscitacije i

(188)

jonizacije projektila, S,

\ 2 5 4 2A2b2 2
5 2wty Nz{(zl N ln[ n;ev J_% 1\7{(0.29N1 +1.92)+(W, —221)ln(%JJ+
2

m,v
2 2
N{0.05+0.51~ln[ ”’;fv JJ}
2

1 drugi, S,, Sto predstavlja doprinos usled ekscitacije 1 jonizacije projektila

(189)

4 2A27.2 2
LY {(22 _N,) h{zmev j—%NZ[(o.zwvz +1.92,)+(N, —222)111[“”16/;#]}

p 2
2 2
N2[0.05+0.51~1n( ”;ev B}
1

m.,v

e

(190)
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VI 4. Broj vezanih elektrona u pojektilu kao funkcija od njegove brzine

Broj elektrona vezanih za projektil, N;, fluktuira tokom kretanja projektila kroz
materiju usled procesa zahvata i gubitka elektrona. Tokom prolaska projektila kroz
materiju, uspostavlja se dinamicka ravnoteza izmedu procesa zahvata i gubitka elektrona,
pa se N;=N;(v) tretira kao ravnotezni broj elektrona vezanih za projektil u funkeciji od
njegove brzine.

Funkcija broja elektrona vezanih za projektil, N;(v), je preuzeta iz rada [Cabrera-
Trujillo, et al., 1997] i u ovom radu date su samo osnovni izrazi koji odreduju ovu

funkciju.

Nl(v)zz{l—MJ (191)

(192)

v () 2b*

pri cemu su y(v) =—— — Vo je Bohrova brzina i iznosi

. 0.60647(y(v))
vo=2.19-10° my/s.

78



Na Slici (19) je dat grafik frakcije broja vezanih elektrona, N;/z;, u jonima H i He,
kao funkcije njihovih kinetickih energija. To je opadajuc¢a funkcija, Sto govori da je pri
visokim energijama broj elektrona vezanih za projektil veoma mali. Sa smanjenjem
energije broj vezanih elektrona tezi rednom broju projektila, $to oslikava neutralizaciju

projektila pri smanjenju njegove brzine tokom kretanja kroz datu sredinu.

1
Hion
——— Heion
- 0.1 1
N
—
pzd
©
c
e
hv 0.01 + T~ e~
Q T~
@) e -
2
k)
X
s
LL  0.001 A
0.0001 T T T T
0 1 2 3 4 5

Projectile energy [MeV/amu]

Slika 19. Frakcija elektrona vezanih za projektil u zavisnosti od njegove kineticke energije
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VI 5. Rezultati

Zaustavna mo¢ data relacijama (188-190) racunata je programom SP_atom.nb,
napisanim u MATHEMATICA (videti DODATAK III). Zaustavna mo¢ vodonika za
vodonikov jon kao funkcija kinetiCke energije projektila data je na Slici (20). Na Slici su
posebno prikazani doprinosi zaustavnoj moci usled ekscitacije mete, St, 1 usled ekscitacije

projektila, Sp.

® Sp
A St

S, Sp, St [MeV/mg/cm?]

0 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Energija projektila [MeV]

Slika 20. Zaustavna mo¢ vodonika za vodonikov jon u funkciji od energije projektila

Doprinos zaustavnoj moc¢i usled ekscitacije mete, St, je raCunat u ovom radu prema
relaciji (189) i na Slici (20) prikazan je grafik sa tackama. Kriva sa trougli¢ima predstavlja
Sp raCunatu prema relaciji (190). Puna linija predstavlja zbir ovih veli¢ina, odnosno,
ukupnu zaustavnu mo¢. Sa grafika se vidi da najveci doprinos usted pobudenja projektila je
pri nizim energijama, kada je i frakcija vezanih elektrona najveca. U toj oblasti, doprinos
zaustavnoj moci usled pobudenja i jonizacije projektila, u slucaju vodonik-vodonik, iznosi

oko 20%.
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Na Slici 21 prikazana je zaustavna mo¢ helijuma kada je projektil vodonik. Najveci
doprinos zaustavne moci usled excitacije projektila je u oblasti Bragovog pika i iznosi oko
20%. Za energije projektila vece od 0.4 MeV, taj doprinos nestaje, i ukupna zaustavna mo¢

potice usled ekcitacije i jonizacije atoma mete.

1.2
® Sp
A st

1.0 7 H - He

>

0.8

>

0.6 -

0.4

S, Sp, St [MeV/mg/cm?]

0.2

0.0 T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Energija projektila [MeV]

Slika 21. Zaustavna mo¢ helijuma za vodonikov jon u funkciji od energije projektila
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Na Slici 22 prikazana je zaustavna moc¢ ugljenika kada je projektil atom helijuma.
Kao i za prethodne kombinacije mete i projektila, pokazuje se da je najveci doprinos
zaustavne moci usled excitacije projektila u oblasti Bragovog pika. U ovom slucaju je oko
10%. Pri viSim energijama projektila, taj doprinos opada, ali jo§ uvek postoji, sto govori o
postojanju vezanih elektrona u projetilu. Razlog $to helijumov jon ima frakciju vezanih
elektrona i pri viSim energijama, za razliku od vodonika, je veéi redni broj. Vece

naelektrisanje jezgra projektila zadrzava elektrone i pri visokim energijama.
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Slika 22. Zaustavna mo¢ ugljenika za helijumov jon u funkciji od energije projektila
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VII POREDENJE SA TEORIJSKIM I DOSTUPNIM
EKSPERIMENTALNIM PODACIMA

U ovoj Glavi poredene su vrednosti zaustavne moci, koje se dobijaju relacijama
(189) 1 (190), sa teorijskim i dostupnim eksperimentalnim rezultatima. Izraz dobijen u
ovom radu poreden je sa Betheovom formulom i sa izrazom izveden u radu [Cabrera-

Trujillo et al., 1997].

VII 1. SRIM i eksperimntalni podaci

SRIM - The Stopping and Range of Ions in Matter [SRIM, 2006] je grupa
programa kojom se racuna zaustavna mo¢ i domet u materiji za jone do 2 GeV/nucl. Ovaj
softver je baziran na kvantno - mehani¢kom tretmanu sudara jona sa atomima mete. U toku
sudara tretirano je da jon i atom interaguju sa Kulonovim potencijalom, ukljucujuéi izmene
1 korelacije interakcije izmedu preklapalju¢ih nivoa elektrona. Naelektrisanje projektila je
opisano koriste¢i koncept efektivnog naelektrisanja, koja ukljucuje zavisnost od brzine
projektila duz putanje. Za nize energije projektila, teorijske vrednosti zaustavne moci
korigovane su fitovanjem prema eksperimentalnim podacima kako bi odsupanja bila
minimalna.

Na sajtu SRIM-a [SRIM, 2006] su prikazani grafici zaustavne moc¢i pojedinih
atoma kada su projektili vodonik (H) i helijum (He). Sa tog sajta preuzeti su grafici

zaustavne mo¢i vodonika, helijuma i ugljenika koje su tretirane u ovom radu.
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Na Slici 23 prikazan je grafik zaustavne mo¢i vodonika racunate SRIM-om i

eksperimentalnih podataka kao funkcije energije projektila.
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Slika 23. Poredenje zaustavne moci vodonika dobijene SRIM-om sa eksperimentalnim

podacima

Prikazano je i1 procentulano odstupanje vrednosti koje daje SRIM od tih

eksperimentalnih podataka u zavisnosti od energije projektila. Greska SRIM-a u domenu

energija ispod 100 keV prelazi 5%.
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Na Slici 24 prikazana je zaustavna mo¢ helijuma za vodonik u funkciji od njegove

energije. Grafik je preuzet iz SRIM-a sa datim eksperimentalnim podacima.
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Slika 24. Poredenje zaustavne moci helijuma dobijene SRIM-om sa eksperimentalnim
podacima

Pri energijama nizim od 100 keV odstupanje SRIM-a u odnosu na eksperimentalne

podatke je i vise od 10%.
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Radi prikazivanja tacnosti koje daje SRIM u racunanju zaustavne moci ugljenika sa

jonom helijuma, prikazana je Slika 25. Veoma dobro slaganje SRIM-a sa elsperimentalnim

podacima je za energije projektila iznad 1 MeV, dok pri niZim energijama odstupanje je

vece od 10%.
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VII 2. Poredenje sa SRIM-om i teorijskim podacima

Da bi racun u ovom radu poredili sa eksperimentalnim podacima zaustavna mo¢
vodonika, helijuma i ugljenika je racunata koriste¢i SRIM [SRIM, 2006] sa greskom od 5-
10%.

Ovi podaci poredeni su sa Bethe-ovom formulom [Bethe, 1930]; izrazom koji je dat
u radu [Cabrera-Trujillo et al, 1997]; i izrazom (188) ovog rada. Pri tome su uvdene
potrebne korekcije: Shell, Barkas-ova i Bloch-ova korekcija [Stevanovi¢ and Nikezi¢,
2007].

Na slede¢im graficima (SI. 26, 27 1 28) dato je poredenje vrednosti za ukupnu
zaustavnu moc¢ vodonika, helijuma i ugljenika, ako su projektili vodonik i helijum.
Razmatran je domen energije projektila u kome vaze pomenute korekcije [Stevanovi¢ and
Nikezi¢, 2007].

Na Slici 26 predstavljena je zaustavna mo¢ vodonika sa projektilom jona vodonika,
kao funkcija od upadne energije. Na grafiku su predstavljeni izrazi datim u ovom radu, Sc;
u radu od [Cabrera-Trujillo-et al,1997]., Sc.trjilo et a1; Betheov izraz, Sgeme, korigovani
potrebnim korekcijama, kao i vrednosti koje daje SRIM, Ssrim. Pri unoSenju podataka od

SRIM-a dodata je greska od 5%.

S [MeV/mg/cm?]

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Projectile energy [MeV]

Slika 26. Zaustavna mo¢ vodonika za vodonikov jon u funkciji od energije projektila.

Poredenje sa Bethe-om, C-Trujillo et al. i SRIM-om.
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Na grafiku se vidi veoma dobro slaganje iznad energije od 0.2 MeV. Ispod te
energije, javljaju se mala odstupanja, ali u okviru greske. Betheova formula daje znatno
viSe vrednosti ispod 0.1 MeV. Granica od 40 keV predstavlja granicu vaZenja formula Sc i
Sc-Trujillo et al.

Slika 27 pokazuje zaustavnu mo¢ helijuma kada je projektil vodonik. Oznake su iste
kao na prethodnom grafiku. Takode, se vidi veoma dobro slaganje za energije vece od 0.2
MeV. Pri nizim energijama vrednosti zaustavne moc¢i od Sc 1 Sc.Trjillo et al. SU NiZe U 0odnosu
na SRIM, ali u domenu greske od 5%, dok Betheova formula daje vise vrednosti. Donja

granica vazenja izraza Sc 1 Sc-Trijillo et al. J€ 70 keV [Stevanovi¢ and Nikezi¢, 2007].

1.4

~N C-Truijillo et al.

S [MeV/mg/cm?]

0.2 ~

0.0 T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Projectile energy [MeV]

Slika 27. Zaustavna mo¢ ugljenika za vodonikov jon u funkciji od energije projektila.

Poredenje sa Bethe-om, C-Trujillo et al. i SRIM-om.
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Na Sici 28 data je zaustavna mo¢ ugljenika za helijumov jon kao funkcija od energije
projektila. Donja granica vaZenja formula Sc 1 Sc.tuiillo et a. j€ 1.1 MeV . Pri energijama
projektila vecih od 1.1 MeV, svi izrazi daju vrednosti kao i SRIM su u granicama greske

od 10%. Pri energijama vec¢ih od 2 MeV vidi se veoma dobro poklapanje i slaganje

podataka.
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Slika 28. Zaustavna mo¢ ugljenika za helijumov jon u funkciji od energije projektila.

Poredenje sa Bethe-om, C-Trujillo et al. i SRIM-om.

&9



VIII ZAKLJUCAK

U ovom radu predstavljen je lakSi metod racunanja zaustavne moci, modelujuci
projektil i metu ansamblima kvantnih harmonijskih oscilatora. OlakSavajuc¢a okolnost se
zasniva u racunanju matricnih elemenata preko stanja kvantnih harmonijskih oscilatora,
[Stevanovi¢ and Nikezi¢, 2005; Stevanovi¢ and Nikezi¢, 2007]. Model, koji je prikazan u
ovom radu predstavlja prosiren model od modela u radu [Sigmund and Haagerup, 1986].
Prosirenje se zasniva na modelovanje delimi¢no ogoljenog projektila ansamblom kvantnih
harmonijskih oscilatora.

Razmatranjem Kulonove interakcije izmedu projektila i mete koji su predstavljeni
kvantno-mehanickim harmonijskim oscilatorima, izveden je izraz za zaustavnu moc.
Modelovanjem projektila oscilatorom omogucava uraCunavanje efekta da se njegova
kineticka energija pretvori u energiju njegovog ekscitovanja. Dobijeni izraz za zaustavnu
mo¢ je funkcija brzine projektila, energije pobudenja projektila i energije pobudjenja mete.

Prema dobijenom izrazu za zaustavnu mo¢ kvantnog harmonijskog oscilatora
ispitan je uticaj energije pobudenja mete na vrednost zaustavne moci. Sa porastom energije
pobudenja oscilatora mete, zaustavna mo¢ opada. Pri visokim energijama projektila (iznad
2 MeV) uticaj energije pobudenja oscilatora mete je zanemarljiv. On je dominantan u
domenu nizih energija, naroCito u oblasti Bragg-ovog pika. Sa porastom energije
pobudenja oscilatora mete, Bragov pik je nizi.

U ovom radu je pokazano da energije pobudenja projektila oscilatora na vrednost
zaustavne mo¢i je veliki, narocito u domenu nizih energija. Vrednost zaustavne moci
opada sa porastom energije pobudivanja projektila, naro¢ito u oblasti Braggovog pika.
Pored toga, primecuje se blago pomeranje Bragovog pika u desno, ka visim vrednostima
kineticke energije projektila.

U ovom radu je izraz za zaustavnu moc¢ oscilatora primenjen i prilagoden za
racunanje zaustavne moc¢i date materijalne sredine i za odredene projektile, koji u sebi
mogu imati vezane elektrone (delimi¢no ogoljene jone). Izraz za zaustavnu mo¢ je izrazen
preko zbira parcijalnih zaustavnih brojeva, koji zavise od karakteristika projektila i mete.
Parcijalni zaustavni brojevi su raCunati sumiranjem zaustavnih brojeva pojedinacnih
oscilatora mete i1 projektila uteznjavanjem njihovim jacinama dipolnih oscilatora.

Sumiranje se vrsi preko diskretnog i kontinualnog spektra.
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Dobijeni analiticki izraz za zaustavnu moc¢ se moZe podeliti na dva ¢lana: jedan koji
predstavlja doprinos zaustavnoj mo¢i usled pobudenja i jonizacije atoma mete i drugi koji
predstavlja doprinos usled pobudenja i jonizacije projektila.

Pri nizim energijama projektila dolazi do znatne izmene elektrona sa atomima
mete. Pri toj razmeni uspostavlja se dinamiCka ravnoteza, odosno broj zahvadenih
elektrona jednak je broju oslobodenih elektrona sa projektila. Otuda se broj vezanih
elektrona u projektilu moze opisati kao funkcija od njegove brzine. Pri visokim brzinama,
ovaj broj tezi nuli, dok za male energije broj vezanih elektrona tezi rednom broju
projektila, pa njegovo efektivno naelektrisanje postaje jednako nuli.

Zaustavna moc¢ je racunata, konkretno, za vodonik (H), helijum (He) i ugljenik (C),
a projektili koji su razmatrani u ovom radu su vodonik i helijum. Pri viSim energijama
doprinos usled pobudenja projektila postaje beznacajan, jer i broj vezanih elektrona u
projektilu tezi nuli. Pri nizim kinetickim energijama frakcija vezanih elektrona postaje
znacajna kao i doprinos zaustavnoj moci usled pobudenja projektila. U zavisnosti od
razmatranih projektila i mete, ovaj doprinos je od 10-20%. Sli¢ni rezultati su dobijeni i u
radu [Cabrera-Trujillo et al, 1997].

Analiti¢ki izraz dobijen u ovom radu poreden je SRIM-om [SRIM, 2006]; Bethe-
ovom formulom [Bethe, 1930] i izrazom koji je dat u radu [Cabrera-Trujillo et al, 1997].
Pri visokim energijama projektila, dobijeno je veoma dobro slaganje, dok pri nizim

energijama postoje mala odstupanja, ali u okviru greske procenjene SRIM-om.

Kao glavni nau¢ni doprinosi ovog rada, mogu se izdvojiti:
1. razmatran je sudar kvantnih naelektrisanih oscilatora;
2. izveden je izraz za zaustavnu mo¢ kvantnog harmonijskog oscilatora u prvoj Bornovoj

aproksimaciji, ako je projektil, takode, kvantni harmonijski oscilator;

(98]

. pokazano je da energija pobudenja projektila znatno uti¢e na vrednost zaustavne mo¢i;

N

. pokazano je da se maksimalna vrednost izgubljene energije projektila javlja pri visSim

kinetickim energijama, ukoliko energija pobudenja projektila raste;

5. uvedeno je da se zaustavna mo¢ neke materije za dati projektil, racuna kao suma
zaustavnih moc¢i pojedinacnih oscilatora uteznjenh dipolnim jacinama oscilovanja
atoma mete i atoma projektila;

6. pokazano je da doprinos zaustavnoj moci usled pobudenja i jonizacije projektila iznosi

10-20%.
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DODATAK 1

SP_Oscilator_1.nb

Energije pobudjenja projektila i mete
ionp := 5+ 1.6+ 10719
iont := 15+ 1.6+ 10°19

z1:=1
z2:=1
Ma z= 1« 10_3 (» Ma je u ﬁ *)

mol

Funkcije brzine projektila i energije pobudjenja

+ ont
epst[v_] :=
PSEIV_ 249.1%10-314 V2
ionp
epsp[Vv_] :=
PSPV 249.1%10-314\2
2% ionp + Tont

betat[v_] := ——————— = epst[v]

2% 10Np

2+« 10Nt + 1onp

betap[v_] := ————— «epsp[V]

2% 10Nt

1
alfat = — + -
iont 2« 10np
Fap 1 1
a =
ionp * 2« iont
1 1

alfa :=

ionp * iont

(n+ionp + m« font) 2
beta[n_, m , v ] := «alfa
2%9.1%10-3L 4\2

N[Gamma[m- 1, m?«epst[Vv]]]
Factorial[m-1]

Prvi[v_] = NSum| » {m, 1, 1000} ]

N[Gamma[m - 1, m?« betat[v]]]
(font) M-1, Factorial [m- 1]

Drugi[v_] := -NSum[alfat}-"« , {m, 1, 1000} ]

N[Gamma[n-1, N« epsp[Vv]]]
Factorial[n- 1]

Treci[v_] := NSum| » {n, 1, 1000} ]
N[Gamma[n - 1, n«betap[v]]]

Cetvrti[v ] -= -NSum[alfapl-"
(vl [alfap™" (ionp) -1« Factorial [n- 1]

, {n, 1, 1000} ]
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1

Sedmi [v_] z= NSum[NSum[ (n« ionp + m« iont) « - - *
Factorial [n] » Factorial [m]

1
ionpNs iontM
{m, 1, 1000}], {n, 1, 1000}]

«alfal-™M, N[Gammarn+ m- 1, betarn, m, viij,

Clan[v_]:=Prvi[v]+2*Drugi[v] +Treci[v]+2*Cetvrti[v] +Sedmi [v]

712 472+ (1.6%10-19y4 ,6.02 + 1023

2¢(9.1x10-31)
1.67+10-27

konstanta[Ene_] =

Vi Py (8.85*10—12)2*Ma* »1.602 % 10-13

1,108,104
1.602

*

106 * Energy

2+ Energy 1.6+ 10-13

SP[Energy_] := konstanta[Energy] *Clan[\/ 16721027
- * =
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DODATAK 11

SP_Oscilator_2.nb

Energije pobudjenja projektila i mete
(» fonp, iont x)

z1:=1
z2:=1
Ma = 1« 10_3 (» Ma je u ﬁ *)

mol
Funkcije brzine projektila i energije pobudjenja

1ont
249.1%10-3L %2

) i ionp
PSPV 1OMR] == 5 9 1410812
2« 10np + font
2 ionp
2xiont + fonp

epst[v_, iont ] :=

betat[v_, ionp_, font ] : * epst[v, iont]

betap[v_, ionp_, iont ] : * €psSp[v, ionp]

2« 10Nt
_ _ 1 1
alfat[ionp_, iont ] = — + -
iont 2« ionp
, _ 1 1
alfaplionp_, iont ] 1= — + -
ionp 2« iont
, _ 1 1
alfafionp_, iont ] = — + =
ionp iont

(N ionp + m« iont) 2
2+9.1%10-3Lx\2

beta[n_, m_, v_, ionp_, iont_] := = alfa[ionp, Tont]

N[Gamma[m -1, m? « epst[v, iont]]]
Factorial[m- 1]

Prvi[v_, font ] := NSum[ ,» {m, 1, 1000} ]
Drugi[v_, ionp_, font ] := -NSum[(aIfat[ionp, iont])l'm*
N[Gamma[m- 1, m« betat[v, ionp, iont]]]
(iont) M-1 4 Factorial [m-1]

, {m, 1, 1000}]

N[Gamma[n - 1, nZ « epsp[v, ionp]]]

Treci[v_, ionp_] = NSum| , {n, 1, 1000} ]

Factorial[n- 1]
Cetvrti[v_, ionp_, iont_] := -NSum[ (alfap[ionp, iont])1-N,
N[Gamma[n- 1, n«betap[v, ionp, iont]]]
ionpn-1.« Factorial[n- 1]

. {n, 1, 1000}]
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1

Sedmi[v_, ionp_, ont_] z= NSum[NSum[ (n« ionp + m« iont) «

1

Factorial [n] = Factorial [m]

«——— 4 (alfarionp, iont]) "M N{Gamma[n + m- 1, beta[n, m, v, ionp, iont]]],

ionpn » iontM
{m, 1, 1000}], {n, 1, 1000} ]

Clan[v_, ionp ,iont ]:=Prvi[v,iont]+2*Drugilv, ionp,iont]+Trecilv,

ionp] +2*Cetvrtilv, ionp,iont]+Sedmi[v, ionp,iont]

712472+ (1.6+10-19)4 ,6.02 » 1023

konstanta[Energy ] = 2+(9.1x10-31) ’

1212 .
4yt % (8.85+10-12) 24 Ma « 1.67:10-27 % 1.602 % 10-13
1,108,100
1.602 .
106 Energy
PrE i font « arE o 2« Energy » 1.6+ 10-13
ner , 10Np_, 10N -= KONS ner an
[Energy_ p_ ] tanta[Energy] « [ 167, 10-27
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DODATAK III

SP_Atom.nb

ele = 1.602« 1019

6.625
h:= «10-3#
* JT
me -= 9.1110-3L
h2
ab:=4+7+8.85+102,
mex ele2

alfa:=1/ab
ioniz = 15+ 1.6+ 10719

ATENE := 27.31+ 1.602 » 10-19
ATDUZ := 0.529+ 10-10
ionizl := 15+ 1.6+ 10719
ioniz2 1= 15+ 1.6+ 10719

masapro = 1x 1.66 x 10-%7

z1:=1; 22:=1; Ma:=1+10"3 (+ Ma je u % *)

4
ele) S — 6.025;1023 .0.6+1011
Bue (8.85+10-12) 2, (me) 22 B0+ 1641022
masapro

(» konstanta[Ene_]= *)

1 13
7124 72 & (ele)4* 6.02 « 1023 @*10 «104 1

konstanta[Ene ] = 3 * *
Aurw (8.85+10-12)2, Max =™ 1 6024 10-13 106 Ene
masapro
0.143016
Ene

2+«mes 2E€ 1 602,10-13
masapro

SP1[Ene_] := konstanta[Ene] « Log|

]

ioniz2

VO = 2.19410% ; (« Bohr velocity m/s )

. ( 8 )2/3_

V]is—
yivl z12/3 4+ \v0

2+b? i
0.60647+ (y[v])2 "~

a[v_]

101



b 1

XC[V_] =-2% (7 +

1/3
(a[v] 12+ (b73)3+4/ @Vl 72)2+ apv) « (b/3)3)

b2 (3 b
N1[v_] =Zl*!1_ * (3% XC[V] + )l;
\ (xcvi+b)3 |

N2 [V_]=22 :;

a0 = 0.529+10710; (« Bohrov radius «)

0.969376+ a0 N1[v] \2/3
LAVBDALV.] = I ( : )
/ _1 N[v] z
z1Y/9x b« (1 7* A )
0.969376+ a0 N2[v] y2/3
LAMBDA2[V_] = et ( 5 )
1/3 _ 4 z
z24/94 b« (1 R )
2% me 2 .2
Al[v ] := 2 * LAVBDAL[V] <« b
2% me 2 .2
A2[V ] := 2 * LAMBDA2[v] <+ br

(**%**x%% BLOCH CORR ***%*%%)

1/3
(a[V] /2 + (b/3)3+\/ @rv] /2)2+afvy » (b/3)3)

+(3)

( )
i z1%Vv0 i 1
LBloch[Ene_ ] = -} — ————————— | *Z ;
I\/Z*Ene*l.&10-13 N )2
L MeEsapro J N« in2+i _____Z;Lfyp _______ i i
! =\[2*Ene*1.6k1c>13 .
L mespro )
(***k*k*k*x% SHELI, CORR ***%%k*)
7214 02
Shell[Ene_] :=
o, 2xEnes1.6+10-13
masapro
(***k*k*k****x BARKAS CORR **%*%%%)
Podaci={{0.02,23},{0.03,20},{0.06,17},{0.1,15},{0.2,9},{0.3,7
{0.4,6},{0.5,4.8},{0.7,3},{1,1.8},{1.2,1.5},{1.5,1},{2,0.4},{

F2=Interpolation[Podacil]

InterpolatingFunction[{{0.02,2.3}},<>]
Fl[X_] - 10—3.25*|_(X‘}[10,X] +0.65

Flx ]1=If[x>2.3,F1[x],F2[x]]

If[x>2.3,F1[x],F2([x]]
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-
( 2 Enex1.6x10-13 )
mesap! 2
_ _ (137xv)
X[Ene_] = 9 1016 £ 22 e XIVI=gio6,7 ¥
bbb=1.8;
1.41+ 71 Fl X[ Ene 0.5
- * -
Barkas[Ene ] = (A[He) -

7205 " (X[Ene])1-5

([ 2«mes 2*5”‘?0*1.602*10—13
SP11[Ene ] := konstanta[Ene] = iLog[

] - Shell [Ene] +

! ioniz2
\
)
z1x Barkas[Ene] + LBloch[Ene] i
J
2 { 2*me*v2 \
LT1[v_ ] :=N2[V]*Z1% iLog[— ]I}
L ioniz2 J
(1 ( 5 2xmexVv2 )
LT2[v_] z=N2[V]* | = *N1[V] » (2% Z1 -N1[V]) + {LOQ[AL[V]+2+ mexV<] - 2xlog[ ——————] i} -
| 2 \ ioniz2 -J)

1
N2[V] * E *N1[V] » (0.3%N1[v] +1.921);

> ( 2 % me « V2 \
LP1[V_] = N1[V] % Z2%% iLog[f]i;
{ ionizl )
{1 ( 2% mex V2 \\
LP2[v_] 2= NL[V] % | — »N2[V] » (2422 -N2[V]) * {LOG[A2[V] «2x me V] - 2«Log[—————— ] i} -
(2 l ionizl J)

1
N1[V] * 5 *N2[V] *» (0.3xN2[Vv] +1.922);

( 2% mexVv2 2% me V2 )
LPT[V_] = N1[V]*N2[V] » {0.1+ 0.51« Log[—————]+0.51«Log[ —————] E
{ ioniz2 10 )
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12472

konstanta[Ene] .{ 2+Enex1.6x10-13 2+Enex1.6x10-13
SP[Ene ] := «ILT1[ + LT2[
l masapro masapro

2+Enex1.6+10-13 2%Enex1.6%10-13 2%Enex1.6+10-13
LP1| ]+ LP2[ ] +LPT[

masapro masapro masapro
( \2
2+ Enex1.6x10-13 ! 2+Enex1.6x10-13 |
N2 Fe— ] {Z1-Ni[ —— ]i *Shell[Ene] +
ap t ap j

[a—

3
2«Enex1.6«10-13 2%Enex1.6%10-13
z1-N1| *N2[ | » Barkas[Ene] +
masapro masapro

[—

2

2xEnex1.6x 10'13 2xEnex1.6x 10'13

z1-N1| *N2[ ] » LBloch[Ene]
masapro masapro

~——————
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